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Memoire de geometrie pure sur les surfaces 
du troisieme ordre. 

(Par L. Cremona ä Milau.) 



. ... E» ist daraus tu »eben, das» diese Fliehen 
fortan fast eben ao leicht und einiftsslich zu be- 
handeln sind, als bisher die Flüchen »weiten 
Grades. 

BnURB, 

(dieses Journal, B. Uli, p. 133.) 

Cel ecrit, elant destine au concours public en 1864 par l'Acndemie 
royale des sciences de Berlin, pour le prix fonde par Steineb. contient la 
demonstration de tous les theoremes enonces par ce grand geometre dans son 
Memoire Ueber die Flachen dritten Grades (1856). On y trouvera, en outre 
de cela, tous ou presque tous les resultats obtenus par d'autres malhematiciens 
qui ont traile ce sujet : et Pauteur se flatte qu'on y reraarquera aussi plusieurs 
proprietes qui sont dues a ses propres recherches. 

Puis. attendu que la theorie des surfarcs du troisieme ordre a son prin- 
cipe! fondement dans la theorie generale des surfaces d'ordre quelconque, au sujet 
de laquelle on ne connalt aueun traite geometrique; et que Pexposilion d'un 
grand nombre de proprietes n'offre pas plus de facilite pour les surfaces cu- 
biques. que pour les surfaces d'ordro quelconque; l'auteur a juge convenable de 
commencer par quelques chapitres relatifs a ces dernieres. Dans ces premiers 
chapitres, il a dispose les theoremes fondamentaux touchant les surfaces polaires, 
les systemes de surfaces, les surfaces nodales conjuguees *). etc. tout en se bornant 
a ce qui est susceplible d'elre applique aux surfaces du troisieme ordre. 

Les chapitres suivants conliennent, outre fapplication des prineipes 
generaux aux surfaces eubiques**). les proprietes si nombreuses qui resultent 

*) L'auteur s'est permis d'eniploycr les motu Hessienne et Sleitterienne ponr dis> 
tinguer entre elles les deux surfaces qu'on devrait, d'aprfcs Steiner, appelcr conjugirte 
Kemfldchen. De inOme, il a appclu simplement surface polaire d'un plau ou d'uno 
droite, ce que Steinek avait nomine" »weite Polare. Cette deruiere diction est, saus 
doute, pr<5fe>ahle en cas qu'on Bit a considcYer (pour les surfaces d'ordre plus dleve") 
toute la seVic des enveloppes polaires relatives aux points d'un lieu quelconque. 

**) ün doit entendre la surface eubique generale, »ans points multiples. A cause 
de l'extension et de l'iinportance des matiercs traite*es, le temps nous a fait de*faut pour 
nous occuper aussi des surfaces eubiques d'une classe införieure a la douzit'me: ce que, 
du reste, I'Acadi'mie sciuble n'avoir pas voulu deinander. 
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de la colncidence des deux surfaces nodales en une surface unique (Hessienne) 
de quatrieme ordre , qui possede dix poinls doubles el dix droites (sommets 
et areles d'un penlaedre tres-remarquable), et dont les points sont conjugues 
deux ä deux : d'oü il suit par exeuiple une Iransformation de figures formees 
par les droites el les ptans qui passenl par un poinl double de la Hessienne. 

En suile, on trouvera d'aulrcs chapitres touchant les manieres diffe- 
rentes d engendrer une surface cubique; le Systeme des vingt-sept droites, 
les arrangements de celles-ci; la geometrie des courbes tracees sur une sur- 
face cubique (a Taide de la represenlation sur un plan); les syslemes de sur- 
faces de second ordre qui coupent la surface cubique le long de trois coniques; 
les hyperboloides qui la rencontrent suivant six droites; les triedres con- 
jugues, etc. On donne enfin la Classification des surfaces du troisieme ordre 
(et de la douzieme classe) en cinq especes, eu egard ä la realite des vingt- 
sept droiles. Dans ce dernier chapitre on trouvera aussi le moyen de con- 
struire toutes les cinq especes, auquel elTet on se sert de la discussion (que 
nous croyons nouvelle) des cas differents offerls par rinlersection de deux 
surfaces de second ordre. 

Par respect aux souhails de l'Academie, on aurait dü consacrer des 
recherches expresses ä la courbe gauche du neuvieme ordre, qu'on obtient 
par Tinterseclion de deux surfaces cubiques. Mais, en premier lieu, il a 
paru ä Tauteur que la geometrie pure ne soit pas encore preparee convenable- 
ment a des speculations d'une si grande difficulte; et m condement, le temps lui 
a manque, non seulement pour se vouer ä ces recherches, mais aussi pour 
developper davantage certains autres arguments*), et pour remedier aux 
graves imperfections dont se ressent ce travail, ä cause de sa redaction pre- 
cipitee. En defaut d'une veritable theorie de ces courbes du neuvieme ordre, 
l'auteur presenle (chapitre 8') l'enuiueration des courbes gauches qui resultent 
de l'intersection d'une surface cubique avec une surface du second ou du 
troisieme ordre, et rindicalion du procede tres- simple pour etudier ces courbes 
dans leurs representations sur un plan. A la consideration de cela et des 
contributions apportees a d'autres poinls de la theorie, l'auteur ose se pro- 
mettre Tindulgence de TAcademie. 

II nous reste ä parier de l'inslrument de recherche, avec lequel ce 
travail a ete conduit. Obeissant aux prescripüons de l'Academie et heureux 

*) Par ex. la theorie de« surfaces qu'on pourrait appeler covariantet (art, 65 
et suiv.). 
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d'ailleurs de pouvoir suivre son propre penchant. Fauleur s'est servi ex- 
clusiveraenl de la geometrie pure, dite (peut-etre improprement) synthetique; 
et il se flatte qu'on jugera que le procede uniforme et facile. qu'il a suivi 
dans tout Ie cours de cet ecrit, renlre dans Tesprit de ces methodes puissantes 
et lumineuses qui ont vnlu a Strinrr la decouverte dun si grand nombre de 
proprietes tres-importante9, proprietes que ce celebre sphinx geometrique a 
leguees ■ ses successeurs, comme autant denigmes ä dechiffrer. 

A ce propos. lauteur declare qu'il aurait cru manquer ü la probite 
scientifique. s'il se füt boroe ä demontrer geometriquement les theoremes de 
Stkim u. en supposant connues et deniontrees les proprietes sur lesquelles ces 
theoremes sont naturelleroent fondes. L'auteur a cense de son striel devoir 
de s'appuyer seulement sur ce qui avail ete demontre par la geometrie pure; 
et des lors, il a admis. par cxemple, comme etant connues , la tbeorie des 
courbes planes, la generation des courbes polaires qui demeure la möme pour 
les surfaces polaires. les formules de M. Plitcrrr qui expriment les rolations 
entre les caracteristiques des courbes planes (car ces formules ont ete de- 
montree9 geometriquement autre part). les formules que K. Caylry a deduites 
sans calcul de celles de M. Plicrrr et qui etablissent des relations entre les 
caracteristiques d'une courbe gauche, etc. Au contraire, d'autres proprietes (par 
exemple celles, si importantes et fecondes, des chapitres 2' et 3"). qu'on con- 
naissait seulement sous la forme d'identites algebriques. se trouvent ici de- 
montrees par la Synthese, afin qu'elles servent ensuite de base au developpe- 
ment des theoremes qui sont le ve>ilable sujet de ce travail. De sorte que, 
quoiqu'en grande parlie ces proprietes ne soient pas enoneees ici pour la premiere 
fois, neanmoins elles parailronl nouvelles par leur traitement geometrique. 

Du reste. c'est a TAcademie de juger jusquä quel point Tauteur a mis 
du nouveau et du sieu propre dans ce Memoire. Ainsi, par respect ä ce 
jugement, sest-il ahstenu des citations frequentes; et il se borne ä declarer 
ici qu'outre le Memoire de Steiner (objet du concours; et les ouvrages d ar- 
gumenl general des MM. Chasles, Hesse, JonqviAbes etc., il a consulte les 
ecrits suivants qui trailenl particulieremenl des surfaces du troisieme ordre: 

Caylkv, 0« the Iriple tangent planes of sttrfaces of the third order (Cam- 
bridge and Dublin Math. Journal, IV. 18<19). 

Salmox, Oh the triple tangent planes to a surface of the third order (ibidem). 

Sylvester, On elimlnation, transfortnation and canonical fomis (Camb. and 
Dub. Math. Journal. VI. 1851). 

f 
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Grassmaisx, Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades und die dadurch 
erzeugten Oberflächen (dieses Journal, WA X 1854}. 

BmoscHi, Intomo ad alctme proprietä delle superficie del terto ordine {An- 
nali di scienze mat. e fis. Roma 1855). 

Schläfli, An attempt to determine the twenty-secen /in es upon a surface 
of the third Order etc. fQuarterly Journ. of Math. iL 1858). 

Clebsch, Zur Theorie der algebraischen Flächen (dieses Journal, LVDX 1860). 
, Veber eine Transformation der homogenen Functionen dritter Ord- 
nung mit vier Veränderlichen (ibidem). 

Salmon, On quaternary eubics (Philosoph. Transactions, 1860). 

Clkbsch, Veber die Knotenpunkte der Hesseschen Fläche, insbesondere bei 
Oberflächen dritter Ordnung (dieses Journal, LIX. 1861). 

Schiapabelli , Sulla trasformatione geometrica delle ßgure ed in particolare 
sulla trasformahione iperbolica (Memoire delP Accad. di Torino, 1862). 

August, Disqumtiones de super ficiebus tertü ordinis (Dissert. inaug. Berolini 
1862). 

Schröter, Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfläche dritter 

Ordnung (dieses Journal, LXII. 1863). 
Clbbsch, Zur Theorie der algebraischen Flächen (dieses Jour., LXIIL 1863). 
Schläfli, On the distribution of turfaces of the third order into species etc. 

(Philosoph. Transact. 1863). 
Salhon, Analytic geometry of three dimensions, 2 d ed. (Dublin 1865). 

Avertissetoent. Le« uotoa renferm^es dans les crochets carrc?s [ ] ont M 
ajoutöes en janvier 1867. 



Chapltre p rentier. 

Les surfaces polaires par rapport a une surface fondamentale 

d'ordre quelconque. 

1. Considerons une surface fondamentale quelconque, d'ordre n. Un 
point, pris arbitrairement dans 1'espace, sera le pole de »—1 snrfaces polaires, 
dont la premiere est de l'ordre n— 1, la deuxieme de Tordre »—2, ... et la 
derniere est un plan. 
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Nous ometlons la definition de ces polaires, de meme que la de- 
monstration de plusieurs proprietes qui suivent, car nous n'aurions qu'n re- 
produire ce qui a ete deja expose geometriquement pour les courbes planes *). 

De plus, notre but n'etant autre chose que lapplication de ces pro- 
prieles generales aux surfaces du troisieme ordre, nous traiterons presque 
exclusivement de la premiere et de la deraiere polaire. 

2. Si la i*"* polaire d'un point o passe par un point o', la (i»-r)*"* 
polaire de o passe par o. Donc, par trois points donnes arbitrairement dans 
Tespace il passe une seule premiere polaire, dont le pole esl l'intersection 
des plans polaires des poinls donnes. C'est-ä-dire que les premieres polaires 
de tous les poinls de Pespace formen! un Systeme lineaire **). 

Les premieres polaires qui passent par un meme point donne ont (»— 1)* 
points communs et forment un reseau; leurs poles sont dans un plan (le plan 
polaire du point donne). 

Les premieres polaires qui passent par deux memes points donnes 
forment un faisceau, dont la base est une courbe gauche de lordre (» — l) 1 ; 
leurs poles sont dans une droile (l'interseclion des plans polaires des points 
donnes). 

3. Les plans qui passent par un point donne ont leurs poles dans la 
premiere polaire de ce point. Les plans qui passent par une droite ont leurs 
poles dans la courbe gauche d'ordre («— l) 1 , commune aux premieres polaires 
de deux points quelconques de la droite***). Un plan a (»— l) 1 poles: ce 
sont les intersections des premieres polaires de trois points quelconques du plan. 

4. Le plan polaire d'uu point quelconque par rapport ä la surface 
fondamentale est le plan polaire de ce point par rapport aux autres surfaces 
polaires du memo pole. 



*) Voir par ex. la Teoria geom. delle currt piane de Ckemona (Bologna 1862). 
**) On notnme riseau de surfaces un assemblage de surfaces du mfme ordre, 
tel qu'il n'en passe qu'une scule par deux points quelconques donnes. Parmi les sur- 
faces dun reseau, toutes celles qui passent par un meme point donne" forment un 
faisceau. 

Des surfaces du meme ordre forment un Systeme lineaire quand il n'en passe 
qu'une par trois points quelconques donne*s. TouteB les surfaces d un Systeme line*aire 
qui passent par un mCme point forment un reseau ; toutes celles qui passent par deux 
memes points forment un faisceau. J Voir Chkmona, Preliminari ai una teoria geome- 
trica delle super ficie, 42. Bologna 1866.] 

***) Noub donnons ä cetto courbe gauche le nom de courbe polaire de la droite 
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5. Si le pole se trouvc sur 1h surface fondamenlale. toutes les polaires 
passent pnr le pole et sont langenies, en ce point, ä cette surface. Le plan 
polaire coupe la polaire du second ordre {quadrique polaire) suivant deux 
droites qui sont osculatrices au pole, ä la surface fondamentale et aux autres 
surfaces polaires; c'est-ü-dire qu'au pole, les coniques indicatriees de la sur- 
face fondamentale et des surfaces polaires ont les nn>mes asyraptotes. Si ces 
asymptotes coincidenl ensemhle, la quadrique polaire devient necessaireroent un 
cone; le pole est, dans ce cas, un point parabolique pour la surface fon- 
damentale (et pour les autres surfaces polaires). 

6. Les points de contact de la surface fondamentale avec les droites 
tangentes issues d'un point quelconque o, sont les points de la courbe d'ordre 
»(«— 1), intersection de la surface avec la premiere polaire de o. Donc la 
classe de la surface fondamenlale, c'est-ä-dire le nomhre des plans tangents 
qui passent par deux points o, o, est »(»-t) J : ce nombre etant celui des 
points communs ä la surface fondamentale et aux premieres polaires de o, o'. 
On voit encore que la classe dune section plane de la surface fondamentale, 
ou, ce qui est la meme chose, lordre du cone circonscrit (le sommet etant 
un point quelconque o) est »(«— 1). 

7. Si o est un point de la surface fondamenlale, cette surface et la 
premiere polaire de o se touchent en ce point; d'on il suit que o sera un 
point double pour la courbe d'ordre h n 1 . intersection de ces deux sur- 
faces (6.). Le cone circonscrit, de sommet o, se decompose, dans ce cas, 
dans un cone d'ordre «(«— 1)— 2 et dans le plan polaire de o; et ce plan, etant 
langent a ce cooe le long des deux droites osculatrices ä la surface en o, 
coupera le möme cone suivant n [n— \) — 2 — 4 = (n+2){n — 3) autres droites. 
Parmi les droites qui sont tangentes ä la surface fondamentale 
en un point donne, il y en a donc > + 2 b-3 qui la touchent de 
nouveau aillcurs. 

8. Si une droile menee par un point quelconque o de l'espace est 
osculatrice ä la surface fondamentale en un de ses points, le point de contact 
appartient evidemment ä la premiere et a la deuxieme polaire de o. Donc 
le nombre des droites osculatrices qui passent par un point quel- 
conque de l'espace est «(»— IX»— 2). 

Le cone circonscrit, de sommet o, qui est de lordre n n-i) et de 
la classe »(n-lj\ a donc ■(»—!)(«— 2) generalricos slationnaires. D'apres 
les formules connues de M. Plückkr, ce cone aura en outre: 
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!)(» — 2;,'» — 3) generalrices doubles; il y a donc ce nombre de 
tangentes doubles qu'on pout mener par o ä la surface donnee; 
4i»>— 1 }(»— 2) plans tangents stationnaires; c'est-ä-dire que ce nombre 
est la classe de la developpable formee par les plans station- 
nnires (qui touchenl la surface donnee aux points paraboliques (5 ;); et 
j»^«— 1; \H — 2)(« J — n'-J-ii— 12) plans tangenls doubles; c'est-ä-dire que 
ce nombre est la classe de l'enveloppe des plans bitangents 
(qui touchent la surface donnee en deux points distincts). 

En supposant la surface fondamentale sans lignes multiples, une quel- 
conque de ses sections planes sera de l'ordre », de la classe m(u— i), sans 
points multiples, et par suite eile aura 3n »-2) points d'inflexion et j»(»-2) v V-9) 
tangentes doubles; il y a donc, dans un plan quelconque, ces nombres de 
droites osculatrices et de droites bitangentes ä la surface donnee. 

9. Si la surface fondamentale a un point multiple o, dont r soit le 
degre de multiplicite, ce meme point sera multiple suivant r— 1 pour la 
premiere polaire d'un point quelconque; et par consequent la classe de la sur- 
face donnee en sera diminuee de r(r— \f unites. 

Le meme point o sera multiple suivant r pour toutes les surfaces po- 
laires de o; d'oü il suit que la polaire (« — r)* m ' sera un cone d "ordre r, et 
les polaires d'ordre moins eleve seront indeterminees. 

Si la surface fondamentale possede une ligne multiple suivant r, la 
premiere polaire d'un point quelconque passe r— 1 fois par cette ligne. Dans 
notre but, nous n'avons pas besoin de nous arreter ä chercher l'influence 
d'une ligne multiple sur la classe de la surface donnee. 

Nous nous bornons a observer que, si la surface donnee est le Systeme 
d'un plan et d'une autre surface, et que le pole soit pris dans ce plan, la 
premiere polaire sera composee du meme plan et de la premiere polaire re- 
lative ä la deuxieme surface. 

10. Les polaires du meme ordre par rapport aux surfaces d'un faisceau, 
le pole etanl un point fixe, forment un autre faisceau qui est projectif au 
premier. De meme, si au lieu d'un faisceau, on a un reseau ou un Systeme 
lineaire, les premieres polaires d'un point fixe forment un reseau ou un 
Systeme lineaire, respectivement. 

Si par la courbe d'intersection de deux surfaces d'ordre n, on peut 
faire passer un cone du meme ordre, le sommet de ce cone aura les memes 
polaires par rapport aux deux surfaces. 
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11. Soit F„ la surface fondamentule donnee; o, o deux poiols quel- 
conques; F«,, F 0 . les premieres polaires de o, o par rapport a F.; P 0o . la 
premiere polaire de o par rapport ä P«; el F 0 ,„ la premiere polaire de o par 
rapport ä P a . Nous allons demontrer que P oa . et P 0 . 0 ne sont quune seule 
et meme surface d ordre n-2. 

Soil E un plan mene arbitrairement par d; et K m le cone dont o est 
le sommet, et la courbe [BF m ) est la directrice. D'apres un theoreme 
connu*), les surfaces F„, K„ se couperont suivant uue autre courbe situee 
sur une surface F„_, d'ordre «— 1. La surfuce donnee apparlient au faisceau 
determine par le cone h , et par le Heu compose EF. , ; donc (10.) la polaire 
P„. appartiendra au faisceau determine par le cone A . ,. polaire de d par 
rapport ä K n , et par le Heu compose FF„_ 5 , oü F,_, soit la premiere polaire 
de o par rapport ä F_,; car (9.) ce Heu compose est la premiere polaire de 
d par rapport au Heu FF„_,. Or la polaire P^ colncide (10.) avec la 
premiere polaire de o par rapport ä FF_,, donc eile passera par la courbe 
d'intersection de la surface F_, avec le plan E (9.). 

Puisque la surface F. passe par la courbe (K m , FF„_,), la polaire P a 
cofncidera avec la polaire de o par rapport au Heu FF_, (10.), et passera 
consequemment (9.) par la courbe (FF„_,)- Donc la surface P 0 . 0 passe par la 
courbe polaire de d par rapport au Heu FF»_,, c. ä. d. par la courbe (FF._ 7 ). 

On conclut d'ici que tout plan E mene par d coupe les polaires P ao . 
et P 0 . 0 suivant une seule el ineme courbe d'ordre (» — 2). Donc ces sur- 
faces colncident en une seule et mdme surface, que nous appellerons 
deuxieme polaire mixte des points od. 

II est tres-facile maintenant de passer ä un theoreme plus general, 
relatif aux polaires d'un ordre quelconque. 

12. Des theoremes (11), (2.) on tiro sans peine cet autre enonce: 
Si la premiere polaire d'un poinl x par rapport ä la premiere 
polaire d'un autre point o passe par un troisieme poinl d, la 
premiere polaire de x par rapport ä la (»~2)""* polaire de d 
passera par o. 

*) On sait quo par la courbe commune h deux surfaces d'ordre n il passe un 
nombre infini de surfaces du mOme ordre. Par consdrjuent, si deux suri'aces d'ordre 
n passen t par une courbe d'ordre nr (r <z «) situfo dnns une surface d'ordre r, elles 
se couperont en outre suivant uue autre courbe d'ordre «(n— r), situde dans une sur- 
face d'ordre n — r. 
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El de memo un tbeoreme analogue pour les polaires d'ordre quel- 

conque. 

13. Si la premiere polaire de o a un point double o', la premiere 
polaire d'un point quelconque x par rapporl ä la premiere polaire de o passera 
(9.) par o, et par conseqnent (12.) la premiere polaire de x par rapport ä 
la quadrique polaire de o passera par o. De plus, puisque la deuxieme po- 
laire de o passe par o, il en suit que o est situe dans la quadrique polaire 
de o (2.). Donc, o est un point double pour la quadrique polaire de o ; 
c'est-ä-dire que la quadrique polaire de o est un cone de sommet o. 

Analoguement, si la surface r'"" polaire de o a un point double 
o', la surface ,n — r — 1)""' polaire de o a un point double en o. 

14. Si le pole parcourt une droite // , de quelle classe est la de- 
veloppable enveloppee par le plan polaire? Les plans passant par un point 
arbitraire i ont leurs poles dans la premiere polaire de ce point; celte surface 
rencontre R en »—1 points: fenveloppe chercbec est donc de la classe 
n -1 *). Nous donnerons ä cette surface la denomination de deteloppable 
polaire de la droite R **). 

Les plans tangents de la developpahle qui passent par un point i sont 
les plans polaires des «—1 points oü R est coupee par la premiere polaire 
de i; donc, si cette polaire est tangente ä R, le point i appartient a la de- 
veloppable. Cest-a-dire que 

La developpable enveloppee par les plans polaires des 
points d une droite est le lieu des poles des premieres polaires 
tangentes ä cette droite. 

Chacune des droites generatrices de la developpable est le lieu des 
poles dont les premieres polaires touchent R au meme point. Parmi ces 
premieres polaires il y en aura une, laquelle sera osculee par R; le pole de 
cette polaire appartient donc aussi ä la generatrice infiniment voisine. Ce qui 
revient ii dire que la courbe cuspidale de la developpable est le 
lieu d'un point dont la premiere polaire est osculee par R. De 
meme, la courbe nodale de la developpable sera le lieu d'un 
point dont la premiere polaire a un double conlact avec /-'. 

*) Si la surface fondatncntale a un point o multiple suivant r, cc point est mul- 
tiple Buivant r — 1 pour la premiere polaire d'uu pole quelconque (9.); d'oü il suit que, 
si R passe par o, lenvcloppe de8 plana polaires sera de la classe n — r. 

**) On demontre pareillement que la developpable polaire d'une courbe d'ordre m 
est de la classe m(n — 1). 
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On peut tres-facilement determiner l'ordre de la deveioppable polaire 
et de ses courbes singulieres. Les poinls d'une droite arbilraire sont les poles 
d'un faisceau de premieres polaires; dans ce faisceau il y en a 2 in— 2) tan- 
gentes ä R; donc ce nombre est l'ordre de la deveioppable. Un plan 
quelconque mene par Ii coupe les premieres polaires de ses poinls suivant un 
reseau de courbes d'ordre »—1; dans ce reseau il y a 3(n— 3J courbes os- 
culees par R, et 2 («—3) (n— 4) courbes touchees par R en deux points dis- 
tincts; par consequent, la courbe cuspidale est de l'ordre* 3,n — 3 }, 
et la courbe nodale est de l'ordre 2(n— 3){n— 4). 

D'apres les relations connues entre les caracteristiques d'une deveiop- 
pable*), on trouve que la courbe cuspidale a 4 in — 4 points stationnaires, 
c'est-ä-dire qu'il y a autant de points dont les premieres polaires ont un 
contact du troisieme ordre avec R; etc. 

15. Considerons la surface enveloppee par les plans polaires des points 
d'une surface donnee S m d'ordre m. Les plans polaires qui passen! par une 
droite arbitraire ont leurs poles (3 ) dans une courbe de l'ordre (»— l) 1 ; donc 
l'enveloppe cherchee est de la classe w(n-l) 1 . Les plans tangents qu'on peut 
mener par une droite quelconque ä cetie surface, que nous designerons par 
h , sont les plans polaires des intersections de la surface donnee S m avec la 
courbe d'ordre (n— l) 3 correspondante ä cette droite; donc cette droite sera 
tangente ä h . si la courbe correspondante touche S m Par consequent, si 
deux droiles, se coupant en un point t, correspondent ä deux courbes d'ordre 
n I J tangentes a S m , le point t appartiendra a K. ()r, ces deux courbes, 
d'apres leur definition (3.), sont situees sur la premiere polaire de i; donc la 
surface K est le lieu d'un point dont la premiere polaire est 
tangente ä S m . 

Si »sb 1 , K est l'enveloppe des plans polaires des points d'un plan 
donne E et en meme temps le lieu des poles des premieres polaires tangentes 
ä ce plan. Celle surface, de la classe (»— 1)% est de l'ordre 
3(n — 2) 1 ; en eflet, les premieres polaires des points d'une droite arbitraire 
sont coupees par E suivant un faisceau de courbes de l'ordre n— 1, et dans 
ce faisceau il y a 3(n — 2)~ courbes avec point double. 

Les premieres polaires des poinls d'un plan quelconque coupent E sui- 
vant un reseau de courbes d'ordre n— 1; or, on sait que dans un tel reseau 



*) (Voir la Teoria geometrica delle superßcie d<5ja citee, 10-12.| 
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il y a §(»-2)>-3)(3ii ? -9ii — 5) courbes avec deux points doubles. et 
12 1>- 2)(n— 3} courbes avec un point stalionnaire; la surface K possi'de 
donc une courbe nodale et une courbe cuspidale, dont ces nombres 
expriment les ordres. 

D'apres ce qui precede, si ia premiere polaire d un point t touche le 
plan E au point i", reciproquement le plan polaire de t est tangent a K en t. 
Soit t" un. point commun au plan E et ä la surface fondamentale ; le plan 
polaire de C scra tangent en f ä cette surface et en i a K: donc la sur- 
face K est inscrite dans In developpable qui est circonscrite ä la 
surface fondamentale le long de sa section par le plan E. 

16. On a vu (3.) que le lieu des poles des plans passant par une 
droite est une courbe gauche d'ordre (»—!)'. On peut de nißme demander 
le lieu des poles des plans tangenls d'une surface quelconque de la classe m. 

Si la surface donnee est developpable, eile aura m\n— l) 2 plans tan- 
gents coinmuns avec la surface de classe («— 1}', enveloppe des plans polaires 
des points d'un plan quelconque E (15.); et des lors, ce plan E contiendra 
autant de points du lieu demande. Donc, le lieu des poles des plans 
tangents d'une developpable de la classe m est une courbe gauche 
d'ordre »(»—i)*. 

Si la surface donnee n'est pas developpable, eile aura »»(«— 1) plans 
tangents coinmuns avec la developpable de classe »—1 formee par les plans 
polaires des points d'une droite quelconque R (14.); d'oü il resulte qu'une 
droite quelconque conlient m(n - i) points du lieu demande. Ainsi le lieu 
des poles des plans tangents d'une surface quelconque de la 
classe n» est une autre surface d'ordre »(»— 1). 

Chapltrc deuxieme. 

Systemes de surfaces d'ordre quelconque. 

17. Si Ton se donne deux faisceaux projectifs de surfaces d'ordre », 
et n, respectivement , le lieu de la courbe d'intersection de deux 
surfaces correspondantes est une surface d'ordre + qu« passe 
par les courbes d'ordre n] et »?., bases des faisceaux donnes. 

En un point quelconque de la premiere base, la surface d'ordre »j-f», 
est touchee par la surface d'ordre qui correspond ä la surface d'ordre it, 
passant par ce point. 

2* 
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18. Soient donnes trois faisceaux projectifs de surfaces d'ordre «, 
»j, «j resp. Les deux premiers faisceaux engendrent (17.1 une surface d'ordre 
n, + th', de meme, Ie premier et le troisieme faisceau donnent une surface 
"d'ordre «, + «,. Ces deux surfaces passent par la courbe d'ordre »,% base 
du premier faisceau, el par suile elles se couperont suivant une aulre courbe 
d'ordre (», + «,)(*, + «,)-*?. qui passe evidemment par les n?i»i + »j) poinls 
oü la base du premier faisceau rencontre la surface engendree par les deux 
autres faisceaux, elc. Donc 

Le lieu des points oü se coupent trois surfaces correspon- 
dantes de trois faisceaux projectifs d'ordre n,, est une 

courbe gauche d'ordre «^ + «,«,4-11,«.,, qui a «i(»H »j) points com- 
muns avcc la base du premier faisceau, etc. 

19. Soient donnes quatre faisceaux projectifs de surfaces d'ordre «,, 
/<:, Mj, n 4 resp. Le troisieme et le quatrieme faisceau engendrent (17.) une 
surface d'ordre «, + n 4 qui passe par la base du troisieme faisceau et a par 
suite »j (», + «,) points communs avec la courbe d'ordre ^»j + Wj«,-}-»,«., en- 
gendree (18.) par les premiers trois faisceaux. Donc, cette courbe et cette 
surface se couperont en (»j + »«)(«2» 3 4-»j«i + «i»2) -«](«, + « 2 ) autres points, 
c*est-ä-dire que 

II y a «2» J » 4 +« 1 » J n 4 + ^«jff^ + nji^Bj points, dont chacun est 
commun ä quatre surfaces corre spond antes de quatre faisceaux 
projectifs d'ordre i^, n s , » 4 . 

20. Dans un faisceau de surfaces d'ordre «, combien il y en a qui 
soient douees d'un point double? Prenons quatre points arbitrairemenl dans 
l'espace; leurs premicres polaires formeront (10.) quatre faisceaux projectifs 
d'ordre m—t. Si une des surfaces donnees a un point double, la premiere 
polaire d'un pole quelconque passe par ce point; et par consequent les points 
doubles sont les points de l'espace par lesquels passent quatre surfaces cor- 
respondantes des quatre faisceaux de polaires. Le nombre des surfaces du 
faisceau donne, qui ont un point double, est donc (19.) 4(»— 1)\ 

21. On demande le lieu des poles d'un plan par rapport aux 
surfaces d'ordre » d'un faisceau. Soient a, b, c trois points pris arbi- 
trairement dans Ie plan donne; si x est le pole du plan abc, reciproquement 
(2.) les premieres polaires de a, b, c passent par i». Or, les premieres po- 
laires de a, b, c forment trois faisceaux projectifs d'ordre »-1 ; le lieu cherche 
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est donc (18.) une courbe gauche d'ordre 3(n— 1)*, qui passe par les 
A(n — iy points doubles (20; du faisceau .donne. 

22. Soient donnes deux reseaux projectifs de surfaces d'ordre «, ; 
un faisceau quelconque, compris dans le premier reseau, et le faisceau. qui 
lui correspond dans l'aulre reseau, engendrent une surface </» d'ordre »j+»a. 
Les surfaces </» forment elles-memes un reseau. Soient, en offet, a et b 
deux points arbitrairos dans l'espace. Far a passent deux surfaces correspon- 
dantes R, R' des deux reseaux; et de meme, deux autres surfaces correspondanles 
Q, Q' passent par b. Les surfaces (R, Q), [R 4 , Q') determinent deux faisceaux 
projectifs, ä l'aide dtsquels on peul engendrer la surface </>,: la seule qui passe 
par a et b. 

Soit P, P' une aulre couple de surfaces correspondantes des deux 
reseaux, qui n'appartionnent pas resp. aux faisceaux RQ), (R'Q"). Les faisceaux 
(PR), (FR') engendreront une autre surface 0,; et de möme les faisceaux 
(QF), (Q'F) une troisieme surface «/»j. Les surfaces passent par la 

courbe RR' d'ordre »,»2; elles ont donc une autre courbe commune, de l'ordre 
(n t + thf — «»«i- Un point quelconque de cette courbe, considere comme situe 
sur </», , est commun ä deux surfaces correspondantes S, S' des faisceaux (RQ), 
(R'Q')', et le meme point, considere comme situe sur appartieut aussi ä 
deux surfaces correspondantes T, T des faisceaux (PR), (FR'). Les deux 
faisceaux (PQ), (TS), appartenant ä un mdme reseau, ont une surface com- 
mune U, ä laquelle correspondra, dans l'autre reseau, une surface V commune 
aux faisceaux (FQ'), (T'S')\ d'oü il suit que tont point de la courbe d'ordre 
savoir tout point commun aux surfaces S, S', T, V, est un point 
commun aux bases des faisceaux (TS), (TS'), et par consequent il est commun 
aux surfaces U, V. Donc cette courbe d'ordre »j + n? + commune aux 
surfaces </> 2 , est siluee aussi sur tf> 3 , et peut dtre regardee comme base 
du reseau des surfaces 4». (Ce reseau est determine par les trois surfaces 
«f>,, lesquelles n'appartiennent pas au memo faisceau, car ne con- 
tient pas la courbe RR'). 

Concluons donc que les surfaces d'ordre «,-f»,. sur lesquelles 
sont situees les courbes d'interseclion des surfaces correspon- 
dantes de deux reseaux projectifs d'ordre forment un 
reseau et passent toutes par une möme courbe gauche de [ ordre 
«1 + "f" n i • 

Deux surfaces P , Q du premier reseau donne se rencontrenl suivant 
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u nc courhe d "ordre w;, ä laqueile corrcspond une courbe FQ' d'ordre n] dans 
l'aulre reseau. Ces deux courbes, en general, ne se coupent pas; mais pour 
celles qui se coupent, les points d'intersection appartiennent evidemment a la 
courbe d'ordre + »,*,. Aulrement: chaque point de cette courbe 

est commun aux bases de deux faisceaux correspondants, au lieu 
quo par un point arbitraire de l'espace ne passe plus qu'une couple de sur- 
faces correspondantes. 

23. Trois reseaux projectifs de surfaces d'ordre 

n s resp. elanl donnes, quel est 1c lieu d'un point par lequel 
passent trois surfaces correspondantes? Soit Öfcune droite arbitraire, 
x un point quelconque de G. Par x passent deux surfaces correspondantes 
des premiers deux reseaux ; la surface correspondante du Iroisieme rencontrera 
G en «3 points x. Si Ton fixe arbitrairement un point x sur G, les surfaces 
du Iroisieme reseau qui passent par x' forment un faisceau, auquel corre- 
spondent, dans les autres reseaux, deux faisceaux qui, etant projectifs, en- 
gendrent (17.) une surface d'ordre «, + «,. Celle surface coupera G en »,+», 
points x. II y aura donc, d' apres un lemme connu, (»i+».0 + »3 coincidences 
de x avec x, c'esl-a-dire que le lieu cherche est une surface de l'ordre 
+ II est evident que cette surface passe 1°. par un nombre 
infini de courbes gauches d'ordre » 3 «j — Wj»i-r »i». chacune des- 
quelles est engendree (18.) par trois faisceaux correspondants 
dans les trois reseaux donnes; 2°. par les n\ points communs 
aux surfaces du premier reseau, et de meme pour les autres re- 
seaux; 3°. par la courbe d'ordre »J+n^-f »,», engendree (22.) par 
les deux premiers reseaux; et de möme pour les autres combi- 
naisons binaires des trois reseaux. 

24. On donne quatre reseaux projectifs de surfaces d'ordre 

» 3 , », resp.; cherchons le lieu d'un point oü se coupent quatre surfaces cor- 
respondantes. Les surfaces correspondantes des premiers trois reseaux se 
coupent sur une surface (23.) d'ordre «,+ ffj-f »j ; et de meine le premier, le 
deuxieme et le quatrieme reseau donnent une surface d'ordre »j + n 2 + »« . Ces 
deux surfaces ont en commun la courbe d'ordre «?-f engendree (22.) 

par les premiers deux reseaux, elles se couperont donc suivant une autre 
courbe d'ordre fc+*+%X%+*+*»)~("S+*3+»t*i); d'oü il suit que 

Le lieu d'un point par lequel passent quatre surfaces cor- 
respondantes de quatre reseaux projectifs d'ordre «,, i» 4 
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est une courbe gauche de l'ordre 

»} Wj + «3 »i 4* »i 4~ »i "f" *h 4- fh >»♦ • 
Celle courbe contient evidemment un nombre infini de systemes de 
«jiij^-f «i»3»4-l-niflj»4 4-»i»}«j points, chaque Systeme etant engendre (19.) 
par qualre faisceaux correspondants dans les reseaux donnes. 

25. Dans quel lieu sunt distribues les points doubles dos 
surfaces d'un reseau d'ordre n? Les premieres polaircs de qualre points 
arbilraires de Tespace (20.) forment qualre reseaux projectifs d'ordre n - 1. 
dans lesquels les surfaces correspondantes se coupent, quatre ä qualre, sur une 
courbe gauche (24.) de l'ordre 6(«— 1)'. Celle courbe est donc le 
lieu demande. Elle contiendra evidemment les 4(n— lj J points doubles de 
chaque faisceau compris dans te reseau donne. 

26. De quel ordre est le lieu d'un point x, dont les plans polaires 
par rapport ä deux surfaces d'ordre u, v se coupent sur une droile ßxe G? 
Si les plans polaires de x passenl par un point y de G, reciproquement les 
premieres polaires de // se couperonl en x. Si y parcourt la droite G, les pre- 
mieres polaires de // forment deux faisceaux projectifs d'ordre 1, — 1, 
qui engendreront (17.) une surface d'ordre u+v— 2. Cetle snrface est donc 
le lieu demande. 

Tout point commun a cetle surface et ä la courbe d'ordre fxv, inter- 
section des surfaces donnees, a pour plans polaire9 Ie9 plans tangents, au 
mdme point, aux deux surfaces; la droite commune ä ces plans est donc tan- 
gente en ce point ä la courbe. Or, cetle droite est renconlree par G; il y 
a donc autant d'intersections de la surface d'ordre u + v— 2 avec la courbe 
d'ordre i/y, que de tangenles de cetle courbe rencontrees par G; c'esl-ä-dire 
que les droites tangentes a la courbe d'intersecti on de deux 
surfaces d'ordre v formen! une developpable de l'ordre 
av(u +V-2). 

27. Revenons mainlenant aux surfaces «/>,, * 2 (22.), que nous avons 
vues se couper suivant deux courbes, dont l'une est de l'ordre + + 

et l'autre est l'intersection de deux surfaces d'ordre n, , »j . La surface, lieu 
d'un point dont les plans polaires par rapport a *, se coupent sur une 
droite donnee, est (26.) de l'ordre 2 :>,4-» 2 — 1) et rencontrc la premiere courbe, 
non-seulement aux points oü celle-ci est touchee par des droites croisees 
par la droite donnee soit r le nombre de ces points, savoir l'ordre de la 
developpable osculatrice de cette courbe), mais encore aux points (soit * 
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leur nombre) oü la premiere conrbe est rencontree par l autre. 
En effet cbacun de ces points est un point de contact entre «/», et et par 
suite il a meme plan polaire par rapport a ces surfaces. Nous aurons donc 

En faisanl le meine raisonnement pour la deuxieme courbe, et en observant 
que pour celle-ci l'ordre de la developpable osculatrice i26.) est »,», >,-(-»i— 2), 
on aura 

d'oü Ton tire 

s = »,».:»,+*,). 

r = 2(u\+m\){n l +n 2 -V\ + «,-2)»). 

28. Considerons de la meme maniere les deux surfaces d'ordre 
»i+th-i »i et m,+»,+m 4 (24. ) qui se coupent suivant deux courbcs, dont l'unc est 
de l'ordre wJ-fWj-f-»^ et l'autrc de l'ordre M 3 » 3 +«ji»,+»i«2+«iH4+»;»4f w J n 4- 
Soit r l'ordre de la developpable osculatrice de la derniere courbe, et *' le 
nombre des intersections des deux courbes; nous aurons, comme 
ci-devant, 

(2» I + 2» ? + » J +» 4 -2)(fl I » J +» J ii I + -) = r'+s, 
(2»,+8^+%+« 4 -3)W+^+»i».) = r + $', 
et par conscquent 

*' = (», + ««)(«? + »?+ n,n t ) +»,«,(», + »,), 

r' = (»j»j + nj»i + "0('»i + »»7+»i + "4-2) + (ii 2 i» J n4 + »,ii,i»*+"-)- 

29. Soient donnes cinq reseaux projeclifs de surfaces d'ordre 

... Bj resp.: on demande en combien de points se coupent cinq surfaces 
correspondantes. Les deux pretniers reseaux, combines successivement avec 
les autres, donnent (23.) trois surfaces d'ordre »,-1-» 2 -}-»j, w,4-» 2 -f » 4 , »,4-»i+»s 
resp. qui passent toutes par la courbe d'ordre »? + + »i »? , engendree (22.) 
par les deux premiers reseaux. De ces trois surfaces, les deux premieres 
se roncontrent suivant une autre courbe qui (28.) a *' points communs avec 
celle mentionnee tout-a-l'heure; donc cette autre courbe, qui est de l'ordre 
»iM-— rencontrera la troisieme surfuce en +«*)—»' 
autres points. Donc: 

II y a «,«.,» 3 +»i»j«4H h»3«4»i points, cbacun desqnels est 

situe ä la fois sur cinq surfaces correspondantes de cinq re- 
seaux projeclifs d'ordre »,, «,,... » s . 

*) Salmon, Anal >it. Geom. of three dimensiotu, 2 ed. p. 274. 
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30. Qucl esl le lieu des poles d'un plan donne par rap- 
porl aux surfaces d'ordre w d'un reseau? Soienl a, b, c Irois points 
arbitraires du plan donne ^21); les premieres polaires de ces points foruient 
trois reseaux projeclifs d'ordre w-1; le lieu deuiande est donc (23.J une 
surface de l'ordre 3(w — 1), qui conlient un nombre infini de 
courbes gauches d'ordre 3(«— 1]% ciiacune de celles-ci elant le lieu des 
poles du plan donne par rapporl aux surfaces d un faisccau (21.) contenu dans 
le reseau propose. 

La courbe d'interseclion de la surface dordre 3,»— I i avec le plan 
donne est evidemment le lieu des points oü ce plan esl langen! aux surfaces 
du reseau. 

31. Quc\ est le lieu d'un point qui ail meme plan polaire par rapporl 
ä une surface fixe d'ordre » et a une des surfaces d'un reseau dordre tu? 
Soit x un point pris arbilrairement sur une droite quelconque G; X le plan 
polaire de x par rapporl ü la surface fixe. Le lieu des poles de X par 
rapporl aux surfaces du reseau est .30.) une surface qui renconlrera G en 
3(m— 1) points x. lnversement. si x est un point quelconque de G, les plans 
polaires de x par rapport aux surfaces du reseau formen! un autre reseau, 
c'esl-ä-dire qu'ils passen! par un meme point; et par suile il y en aura «—1 
langents ä la developpable (14.) polaire de G par rapporl ä la surface fixe. 
Ces «—1 plans sont les polaires (par rapport ä la surface fixe) d'autant de 
poinl x de G. Le lieu demande sera donc une surface de l'ordre 

3>-l) + «-l - 3m + «- l. 
Tout point commun ä celte surface et a la surface fixe est situe dans son plan 
polaire; donc le lieu des points de contacl entre une surface 
d'ordre « et les surfaces d'un reseau d'ordre m est une courbe 
gauche d ordre « 3fw-|-» — 4). 

32. On se donne un faisceau de surfaces d'ordre » et un reseau de 
surfaces d'ordre m; et on demande le lieu des points de conlact entre 
les surfaces du faisceau et celles du reseau. Ce lieu passe par la 
courbe d ordre n\ base du faisceau, car les surfaces du reseau qui passenl 
par un poinl de la base forment un autre faisceau, dans lequel il y a une 
surface qui touche une des surfaces d'ordre «*). De plus, chacune de ces 

*) Lorsque lc» base» de deux faisceau x de surfaces out un point comiuun o, il 
y a toujours une surface du premier faisceau et une surface du second, qui se touchent 
en o. En effet, les plans tangents en o aux surfaces du premier faisceau passent par 

Journal fOr Mathematik Bd. LXVIII. H«ft 1- 3 
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dernieres surfaces contient wie courbc d'ordre *{3m+a— 4}, lieu des poinls 
de contact enlre celle surface et Celles du reseau (31.). D'oü i) suit qiTune 
surface qnelconque du faisceau donne reucontre le lieu demande suivant une 
courbe (composee) d'ordre « 7 4-»(3w + » — 4 ); ce lieu est donc de l'ordre 
3» +2«- 4. 

Si h — m, et que le faisceau et le reseau ajent une surface commune 
(ce qui arrive lorsque l'un et lautre font partie d'un nieine Systeme lineaire), 
cette surface apparlient tuut cnticre au lieu. D'ailleurs. toute surface passant 
par ia courbe commune ä deux surfaces d'un Systeme lineaire apparlient ä ce 
meme Systeme; et si deux surfaces d'un faisceau ont un point de contact, ce 
point est double pour une autre surface du faisceau; donc 

Le lieu des points de contact des surfaces d'un Systeme 
lineaire d'ordre «, ou bien le lieu de leurs points doubles, est 
une surface de l'ordre 4(n-i). 

33. Cherchons le lieu d'un point dont le plan polaire par rapport ä 
une surface fixe d'ordre n colncide avec le plan polaire par rapport u une des 
surfaces d'un faisceau d'ordre oi. Soit E un plan arbitraire; x un point quel- 
conque de ce plan; A le plan polaire de x par rapport ä la surface fixe; le 
lieu des poles de X par rapport aux surfaces du faisceau est une courbe (21.) qui 
renconlre E en 3(m— 1) J poinls x'. Reciproquement, si x est pris arbitrairement 
dans E, les plans polaires de x' par rapport aux surfaces du faisceau formen! 
un autre faisceau, dans lequel il y a (»— l) 2 plans langents ä la surface en- 
veloppe (15.) des plans polaires des points de E par rapport ä la surface 
fixe; et ces (■— 1)' plans sont les polaires d'autant de poinls x de E. Si le 
point x decrit une droite quelconque en E, le plan X enveloppe (14.) une 
develuppable de la classe »—1, au lieu que les plans polaires des poinls de 
la meme droite, par rapport aux surfaces du faisceau, enveloppent une surface 
de la classe 2(m— 1): en effel, cette droite est langente ä 2(m— 1) surfaces 
du faisceau. II y a donc 2(m— lj(n— 1} plans, chacun desquels a sur la 
droite consideree un pole par rapport ä la surface fixe et un pole par rapport 
ä une des surfaces du faisceau; c'est-ä-dire que, si x decrit une droite, I« 
lieu de x est une courbe de l'ordre 2 (w-1) (■—!). Par consequent, d'apres 



une meme droite, qui eat la taagente en o k la courbe- basc de ce faisceau; de m(-me 
pour lautre faisceau. Par conBe*quent, le plan qui contient len droites tangentes en o 
aux deux courbes-bases louebera, en ce point, une aurface de chacun des deux 
faiiceaux. 
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un theoreine connu*), le plan E conlierfl 3(m — l) 7 + (»— 1) j +2 'ra — 1)(«~ 1) 
poinls x, chacun desquels comcide avec un des poinls correspondanls x'; autre- 
ment, le lieu cherche est une courbe gauche dont l'ordre est exprime par ce 
nombre. Cette courbe passe par les 1 (m — I) 1 points doubles 20.) du faisceau 
donne, car le plan polaire dun point double, par rapport ä la surface a la- 
quelle celui-ci appartient. est indetermine (9.). 

Des intersections du lieu trouve avec la surface fixe, on deduit que 
dans un faisceau d'ordre m il y a ■ {8ß»-l?+ »-1/+2 /» -1) (n-1)} 
surfaces qui ont un point de contact avec une surface donnee 
d'ordre ». 

34. Deux systemes (lineaires) projectifs de surfaces 
d'ordres », et n, resp. donnent lieu ä un nombre infini de sur- 
faces d'ordre + cbacune desquelles est engendree (17.) par 
deux faisceaux correspondanls. Soient P, Q, R, S, ... des surfaces da 
premier Systeme, et P\ Q\ R', S', ... les surfaces correspondanles de lautre 
Systeme. Les trois couples de faisceaux correspondanls \PQ), [P'Q ); (PR), 
(P'R'); (PS), iP'S') engendrent trois surfaces d'ordre », + », quipassent loutes 



*) Supposons que, dans un plan donne", a un point quelconque x correapondent 
deux courbes d'ordres n et v resp., qui sc coupent en fiv point« x 1 ; de roaniere qu'au 
point x corregpondront nr pointa x*. Re'ciproqueraent, supposons qn'aux courbes (/*) 
passaut par un point x' correapondent les pointa x d'une courbe d'ordre u'. et qu'aux 
courbea (v) pasaant par le memo point x 1 correapondent lea pointa x d'une courbe 
d'ordre V; d'oü il a'enauit qn'ä un point x* correapondent ft'*' point» x. Conaiderons 
les pointa x d'une droite; los courbes (ft) corrcapondantca ä ce» pointa fonnent Une 
se*rie d'indice (suivant la ddnomination de M. JoNguikREs), et les courbea (v) cor- 
respondantoa aux mf-iuca pointa forment, de möme, une aerie d'indice v 1 ; et le beu des 
intersections x* des courbea correspondantes est (par un theoreme dü au m£me geometre) 
une courbe d'ordre ftv' -f fi'v. Analoguement, ai x* dderit une droite, le lieu de x est 
une courbe d'ordre ftv'-\-fx'v. 

Bi le point x est sitm dans sa courbe corrospondante (u), quel est le lieu de x? 
A un point quelconque x d'une droite arbitraire G correspond une courbe Ui) qui coupe 
G en ft points at; au lieu qu'a un point x* de la meine droite correspond une courbe 
(«': qui coupe G en «' pointa x. Le lieu deuiandd est done de l'ordre u - De 
meme, si x doit Gtre situe dans sa courbe correspondante (v), le lieu de x est une 
courbe de l'ordre v-f-v*. Lea (ft-\-n')(v intersections de ces courbes sont eVidcm- 
ment les points x dont chacun coincide avec nn des points correapondants af. Or 
on a identiquement p*--f-/iV-f (ft p'v) = ^t-\- f»'){v -{-v 1 ), donc: ai, dana un 
plan, on a deux systemes de points correapondants, teU qu'ä ehaque point du premier 
Systeme correspondent a points de lautre; qua ehaque point du second Systeme 
correapondent ß points du premier; et qu'une droite quelconque contienne ;•• couples 
de points correapondants; il y aura o-f ß+y points doubles (Sauion, Anal. Geom. ot 
tkree dim. p. 511). 

3* 
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par In courbe PP d'ordre »,» • ef par suite *) ont (f»i+fh) (•' + «*) autres 
poinls communs. Chacun de ces poinls est situe sur des surfaces^,, ft M S,, 
apparlenant resp aux faisceaux PQ , PR) , PS , el aussi sur los surfaces 
correspondanles Q,, R\, S,. qui apparliendront aux faisceaux PQ'}, PR'\ 

PS' resp. Dono, le point eonsidere est commun aux bases des faiscenux 
C&Äj), Ci^i )i dont ' e premier a une surface commune avec le faiscenu 

{'Ii - el le second a une surface commune avec le faisceau Q'K). Ces 
deux surfaces elant correspondantes. il en suil que le point. dont il s'agit. est 
silue sur la surface d'ordre »,-f «.. engendree par les faisceaux (QR;, iQ'R'}. 
Toutes ces surfaces d'ordre », -f n t ont donc en commun les 
'>!+«•) »i f «i poinls ci-dessus mentionnes. Par chacun de ces 
points passe un nombre inflni de faisceaux co rrespondants ; en 
d'aulres tcrmes, chacun de ces points est commun a toulcs les sur- 
faces de deux reseaux correspon d ant s. 

35. Soient donnes trois sy Siemes (lineaires) projeclifs de surfaces 
d'ordres », . n^, resp. Un reseau quelconque du premier Systeme, combine 
avec les reseaux correspondanls dans les autres syslemes, donne (23.} une 
surface V d'ordre », + -r «j • Toutes ces surfaces V forment un nouveau 
Systeme lineaire. ^Soient, en effet, a, b, c trois points arbitraires dans l'espace. 
Les surfaces («,) passant par o forment un reseau ; dans le reseau correspon- 
dant du deuxieme Systeme il y a un faisceau de surfaces qui passen! par a; 
et dans le faisceau correspondant du troisieme Systeme il y a une surface 
qui passe par a. Cest-a-dire quil y a trois surfaces correspondantes P, P s 
P' qui passent par a. De möme, il y aura trois surfaces correspondantes Q, 
Q', Q" passant par b, el trois surfaces correspondantes R, R', R" passant 
par c. Ces surfaces determinent trois reseaux projeclifs PQR. , 'PQ'R'\ 
{P'Q"R"), qui engendreronl une surface V», la soule qui passe par o, b, c. 

Soit S, S', S" une autre terne de surfaces correspondantes. qui n'appar- 
tiennent pas aux trois reseaux mentionnes. Les ternes de reseaux correspon- 
danls X QRS, (Q'R'S'), [Q 'R'S 'y, RPS}, (R'PS'), (R P S ') ; [PQS, [PQ'ST), 
{P"Q"S" engendreront Irois autres surfaces f,, !P„ Y'j. Les surfaces V,, 
V 7 conliennenl la courbe d'ordre n^»^»,», + «,«, engendree (18) par les 

*) Deux surfaces d'ordro n, 4-«i passant par une courbe d'ordre se coupeut 

suivant une autre courbe d'ordre nj -p-n, n, qui rencontre la premi^re (27.) en 
n, n,(», +*J points. Doli il suit qu'unc autre surface d'ordre «, -fn, passant par la 
nurae courbe d'ordre n,n, rencontrera la deuxieme courbe en (n, +«,)(«J -f "! + "i M i) 
— »,»,(», -fn,) = (n, +«,) (»14-»!) points non situe*s sur la premiere. 
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trois faisceaux correspondants [BS;, R'S \ (H"S" : elles se couperonl donc 
suivant une autre coarhe de l'ordre '>, + «, -f-*») 1 — ( »..«, + + «i «2). Un 
point quelconque x de cette courbe, considere comme apparlenant ä V,, est 
commun ä Irois surfaces correspondanles yl, .4', >T des Irois reseaux qui 
engendrent V,; el analoguement. le meme point x, considere comme silue sur 
Vj. sera commun ä Irois surfaces correspondanles B, B', B" des Irois reseaux 
generateurs de Or, le reseau (PQS el le faisceau k .4# , faisant parlie 

d'un meme Systeme lineaire. onl une surface commune C, ä laquelle correspon- 
dront. dans le deuxieme Systeme une surface C commune au reseau iP'Q'S') 
el au faisceau (ÄB'\ et dans le Iroisieme Systeme une surface C commune 
au reseau [P"Q"S") et au faisceau \A"B"). Par consequent, le poinl x, etant 
situe sur les surfaces A, A', A", B, ß, B", cesl-ä-dirc sar les bases des 
faisceaux [AB), Äff), [A"B"), s»ra un poinl commun aux surfaces C, C, 
C, et par suite commun a Irois surfaces correspondanles des reseaux {PüS>, 
iP'Q'S'), (P"Q"S"y, ce qui revient ä dire que x esl un point de ¥' 3 . On 
demontre de la meme maniere que x est situe sur 1P«; donc loutes les 
surfaces V formen! un Systeme lineaire et passcnt par la courbe 
d'ordre n}-\- «;-f »3+»i«i + «j«i 4-»i«.>. 

Cette courbe est, d'apres ce qui precede, le lieu d'un point oü 
se croise une infinite de ternes de surfaces correspondanles; en 
d aulres termes, le lieu d'un poinl commun aux courbes-bases de trois 
faisceaux correspondants; ou bien encore, le lieu d'un poinl commun 
a trois courbes d'ordres n], n), 1^, correspondantes dans les Sy- 
stem es donnes. 

Celle meme courbe contient evidemment les ( «,+»•} 'n\ +■») points en- 
gendres [34 ) par les deux premiers systemes; el de meme pour les aulres 
combinaisons binaires des systemes donnes. 

36. On se donne quatre syslemes (lineaires) projectifs de surfaces 
dordres «< resp. et on demande l'ordre du lieu d un point commun 

ä qualre surfaces correspondantes. Soit G une droite arbilraire et x un poinl 
quelconque de G. On peut faire passer par x une (seule) lerne de surfaces 
correspondanles des trois premiers syslemes '35 ); la surface correspondante 
du quatrieme Systeme coupera G en n 4 points x . Reciproquement , si Ion 
prend arbitrairement un point x sur G, les surfaces («,) passant par x' forment 
un reseau, et les reseaux correspondants dans les trois premiers systemes en- 
gendrent (23) une surface qui renconlrera G en », + + points x. Donc 
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Le Neu <Tun poinl oü se coupent quatre surfaces cor- 
respondantes de quatre systemes lineaires projeclifs d'ordres 
n 4 esl une surface de l'ordre », + » 2 -r «,+ h* ■ 

Celle surface coutient evidemment une infinite de courbcs gauches 
d'ordre «,»rf»j»n «.»• + «,»4+ «}«W-»i» 4 , chacune desquelles est engendree 
(24.) par quatre reseaux correspondants. La meme surface passe par la courbe 
d'ordre n] + »:|-f»I+»7'»j + '»j»i+»i«! engendree (35.) par les trois premiers 
systemes; et de meme pour les aulres combinaisons ternaires des quatre sy- 
stemes donnes. 

37. Quel esl le lieu d'un point x dont les plans polaires. 
par rapporl ä quatre surfaces donnees d'ordres n,. «,« » + resp., 
passent par un mime point x? Les premieres polaires de x doivent 
passer par x; et d'ailleurs les premieres polaires des points de l'espace, par 
rapporl aux qualre surfaces donnees, forment quatre systemes lineaires pro- 
jectifs d'ordres »,-1, 1, ««-1; donc (36.) le lieu du poinl x oü se 

coupent qualre surfaces correspondantes . c'esl-ä-dire le lieu demande, est 
nne surface de l'ordre + » 3 + ««— 4. ()n donne ä celte surface le 
nom de Jacobienne des quatre surface» donnees. II esl evident que la Ja- 
cobienne passe par les points multiples des surfaces donnees, car chacun de 
ces points a un plan polaire indetermine. 

Soit », = ».,; dans ce cas on a deux surfaces d'ordres »j, et un 
faisceau de surfaces d ordre » 3 ; et la Jacobienne devient une surface de l'ordre 
«i4 «7-r2(«j- 2) , lieu d'un point dont les plans polaires, par rapport aux 
surfaces d'ordres «,, th et ä toutes Celles du faisceau, ont un point commun: 
ou, ce qui est la meme chose, lieu d'un point dont les plans polaires, 
par rapport aux surfaces d'ordres »,, ^ et ä une des surfaces du 
faisceau, passent par une meme droite. Cette Jacobienne passe par 
les 4(«,— l) 2 points doubles des surfaces du faisceau (20.). Si une des sur- 
faces du faisceau touche la courbe d'interseclion des deux surfaces fixes, le 
point de conlact appartient a la Jacobienne, car trois plans polaires de ce point 
passent par une meme droite (la tangente ä la courbe); il y a donc, dans 
un faisceau d'ordre le nombre «,»,(«, -f «i + 2«j — 4) de surfaces 
qui sont tangenles a la courbe d'intersection de deux surfaces 
donnees d'ordres 

Si i» 4 = » 3 = nj, nous aurons une surface fixe d'ordre «, et un reseau 
de surfaces d'ordre %; et la Jacobienne, surface d'ordre «,+ 3*,- 4, deviendra 



Digitized by Google 



Cremona, memoire de geomitrie pure sur le$ surfaces du Iroisieme ordre. 23 

le Heu dun point dont le plan polaire par rapporl ä la surface fixe colncide 
avec le plan polaire par rapport ä une des surfaces du reseau {31). Celle 
Jacobienne conliendra la courbe gauche d'ordre 6(«,-l)', Heu des points 
doubles des surfaces du reseau (25.}. 

Si »,=»; = », = »« = », la Jacobienne, surface d'ordre 4(» — 1), 
devient le lieu d'un point j dont les plans polaires par rapport 
ä loutes les surfaces d un Systeme lineaire d'ordre n passenl 
par um meme point x'. II resullc de ce qui precede que celte surface 
est aussi le lieu des points doubles des surfaces du Systeme, et 
contient par suite un nombre infini de courbes gauches d'ordre 6(»— i)\ cha- 
cune de celles-ci elant le lieu des points doubles d'un reseau apparlenant au 
Systeme. On peut dire encore (32.) que la Jacobienne d'un Systeme 
lineaire est le lieu des points de contact entre les surfaces 
du Systeme. 

Si n = 2, le Systeme est forme par des surfaces quadriques. Dans ce 
cas, les plans polaires de x passant par x' y reciproquemenl les plans polaires 
de x' passeront par x; c'est-ä-dire que x' est lui-meme un point de la 
Jacobienne. La Jacobienne (surface du quatrieme ordre) d'un 
Systeme lineaire de quadriques est donc, non-seulemeut le lieu 
des sommets des cones du Systeme, mais encore le lieu des 
couples des poles conjugues par rapport ä loutes les surfaces 
du Systeme. 

38. Cherchons mainlenanl le lieu d'un point dont les plans 
polaires, par rapport ä trois surfaces donnees d'ordres «,, 
ii . passent par une meme droite? Les premieres polaires des points 
de Tespace, par rapport aux trois surfaces donnees, forment trois sy Siemes 
(Hneaires) projeclifs d'ordres n, — 1, »j— 1, n s -i resp. Un point du Heu doit 
etre commun aux premieres polaires de tous les points d'une droite, c'esl-ä-dire 
que par ce point passe un nombre infini de ternes de surfaces correspondantes 
des Irois systemes projeclifs; le lieu cherche est donc (35.) une courbe 
gauche de l'ordre Ci.,- 1 )»4-C»,_ i ^-l-C^— 1 )(» 3 -i )-r-(«,-1 ) 

4- (>«i-l)(^-l) = «?+»H*j+»,»i+»i»i+»i* 1 -4(« l +» J 4 « J )-f6, qui passe evi- 
demmenl partes points multiples des surfaces donnees*). 

Si i»j = ff,, la courbe obtenue devient le Heu d'un point dont le plan 



•) [On peut appeler cette courbe Jacobienne des trois surfaces donnees.] 
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polaire par rapporl ä une surface fixe d'ordre n, coincide avec le plan polaire 
relalif ä une des surfaces d un faisceau d'ordre w 3 ; on retombe ainsi sur un 
resultal dejä obtenu autrement ,33.;. 

Si n, = »i = «j = », on relrouve la courbc gauche d'ordre 6 «— l) 7 , 
licu des poinls douhles des surfaces d un reseau d'ordre w (,25.); 
ceüe courbe est donc aussi le lieu d'un point dont les plans polaires, 
par rapporl i loules les surfaces du reseau, passenl par une 
meine drohe. 

39. On se donne dcux surfaces d'ordres »,, les premieres polaires 
de lous les poinls de l'espace, par rapporl a ces surfaces. formeront dcux 
syslemes lineaires projeclifs d'ordres »,-1, ».-1. Si un poinl x a meme plan 
polaire par rapporl aux surfaces donnees. les premieres polaires de lous les 
poinls de ce plan passeronl par x, c'cst-ä-dire que X est comrnun ä toutes 
les surfaces de dcux reseaux correspondants. Concluons donc (34., que le 
nombre des points donl chacun a meme plan polaire par rapport 
aux deux surfaces donnees esl 1;-f- v « 2 —l ;][(«,— lj'+i»,-!) 1 ] ...*). 

Si «j — ».., on a Ic nombre des poinls doubles d'un faisceau; cbacun 
de ces points a, en effet, meme plan polaire par rapport ä toutes les sur- 
faces du faisceau. 

40. Quel esl le lieu d'un point par lequel passent cinq surfaces 
correspondantes de cinq syslemes (lineaires) projeclifs, d'ordres 

»3, ... w 5 resp.? Les trois preuiiers syslemes combines successivement 
avec le qualrieme el le cinquieme, donnenl (36.) deux surfaces d'ordres 
«i-r»;'+ «3+»4<i «i + w-j-f »j + n.-, resp., qui passent cnsemble par la courbe 
gauche d'ordre wj-f- «] + Wj + W3«3+»j»i + «i«i engendree , 35.) par les trois 
premiers syslemes ; elles se couperont donc suivanl une autre courbe gauche 

de l'ordre //,/,. ; h h , | H«*»5, qo« est le lieu demande. Nalurellement 

celte courbe conlienl une infinite de groupes de «,».»,-( h«j«4»s poinls, 

chacun desquels esl engendre ^29.) par cinq reseaux correspondants, apparte- 
nanl aux syslemes donnes. 

41. On se donne six systemes (lineaires) projeclifs de surfaces d'ordres 
w, , «, , ... »„ resp. ; chercbons le nombre des points oü se rencontrent six 
surfaces correspondantes. Les trois premiers syslemes, combines successive- 
ment avec le qualrieme, le cinquieme et le sixieme, donnent (36.) trois sur- 

*) I Nous pouvons dire que cea points fortucnt la Jacobienne des deux surfaces 
donnees ] 
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faces d'ordres «i + + «*, «i-f» 2 + »j-f « S i »i + %+**+■• res P- Q^i out en 
common la coorbe d'ordre »] + »' + »]4-»i«j4-»j»»i + due (35.' aox trois 

Premiers systemes. Outre cetle courbe, les deux surfaces d'ordres n,-\ h»4, 

*r\ h»i passen! ensemble par une autre courbe de I'ordre ».i^H qui ren- 

contre la premiere en • +^+>*+» s ) »I+^+^+o^+WjW.+WiW.HZw.^Wj*) 
points. En calculant l'exces du nombre total des inlersections de la courbe 

d'ordre n,th-\ h»*».', ovcc la surface d'ordre »,H (-«,,, sur le nombre pre- 

cedent, on trouve le nombre cherche. Donc il y a n,» : «,4 — h »,«:.".. poinls 
dont chacun est commun ä six surfaces correspondantes de six 
systemes (lineaires) projectifs d'ordres »i, ... «e- 

« hapiii •<- trolsltme. 

Asseoiblages symetriques. 

42. Si deux faisceaux projectifs de surfaces du meme ordre « ont 
une surface commune P„, mais qui ne correspond pas ä soi-meme. on voit 
sans peine quc la surface </> d'ordre 2», engendree par les deux faisceaux, 
sera touchee le long de la courbe- base du premier faisceau par la surface 
P„ de ce meme faisceau, qui correspond ä la surface P u de l'autre**), et 
sera touchee le long de la courbe- base du second faisceau par la surface 
P n de celui-ci. correspondante ä la surface P n du premier. Aux points 
communs aux surfaces P n , P n . c'est-ä-dire aux poinls communs aux 
bases des deux faisceaux. la surface </» sera touchee par /*,, et par F 5i ; or 
ces deux surfaces, etant quelconques, n'ont en general aucun point de contact; 
donc les points communs ä f„, P„, P n sont doubles pour la surface <*>. 
C'est-ä-dire que la surface engendree par deux faisceaux projectifs 
d'ordre» formant un asscmblage symetrique a n 1 points doubles. 

43. Les surfaces correspondantes de trois reseaux projectifs du memo 
ordre w soient represenlees resp. par 





Pn, 


Pu, 


P M , 


P«, 


Pni 


P 5J1 


Phi 




P„, 


P«, 


Py* i 



*) On calcule ce nombre par la mc*thode employec ailleurs (27 et 28). 
**) En cffet, la surface du deuxieme faisceau qui passe par un point quelconque 
de la base du premier est /',, (17.). 
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et supposons que /»„ et #»„ soient loujours une seule et meme surface. Dans 
cette bypothese, les trois reseaux forment un assemblage symetrique. Soit V 
la surface d'ordre 3«, Heu d'un point oü se coupent trois sorfaces correspon- 
dantes; on peut oblenir cette surface de la maniere suivante. 

Les deux faisceaux correspondants (P 7 i.F n ), (/*«, P-u) engendrent une 
surface tf>,, d'ordre 2» , qui (42.) est touchee par P M le long de la courbe- 
base du second faisceau. De meme, les faisceaux correspondants (/*,,, 
(Psi«f») engendrent une surface 4** d'ordre 2», touchee par P u le long de 
la courbe P»P yi . Et les deux faisceaux correspondants (P J( , Pn i (Pu i P 3j)i 
ou (cequi revient au meine*)) les faisceaux correspondants (/*,,, /V, {P^PxtU 
engendreront une surface <t> n ou 4> n d'ordre 2», rencontree par P„ suivant 
les courbes P„F„, P„Pu, et. ä cause de cela, touchee par la meme surface 
P u aux poinls communs aux surfaces P n . P iS . 

Les surfaces analogues ä <*>,, , «/»„, engcndrees ä l'aide de faisceaux 
correspondants du deuxicme et du troisieme reseau, formeut uu nouveau reseau 
(22.;, et cbacune d'elles peut etre regardee comme etant determinee par le 
faisceau du troisieme reseau qu'on emploie poor l'engendrer. De meme pour 
les surfaces analogues ä 0 M , engendrees ä l'aide de faisceaux correspon- 
dants du premier et du troisieme reseau. 

La surface </»,, (du reseau tf»„, *„, ...) et la surface tf>„ (du reseau 
<#>«, . . .) correspondent au mörae faisceau (/ > „,/ > u ) du troisieme reseau 
donne, et resp. aux faisceaux (/*,,, /*„), (P,i,P ls ) du second et du premier 
reseau; ces surfaces contiennenl donc, outre la courbe P n P i3 i la courbe lieu 
des points oü se coupent trois surfaces correspondantes de ces trois faisceaux, 
qui sont projectifs. Et cette seconde courbe appartienl aussi ä Y, car ces trois 
faisceaux sont correspondants dans les trois reseaux donnes. 

Analoguement, la surface </»„ (du reseau «/»„, </>„, . . .) et la surface 
0„ (du reseau </»„, . . .) correspondent au meme faisceau {P\\,P a ) du 
troisieme reseau donne et resp. aux faisceaux (P n ,P n ), (P„,P n ) du second 

*) Une surface d'ordre 2«, engcndre'c par deux faisceaux projectifs (V, V), 
(l", V) d'ordre n, peut aussi etre engendre*e par deux autres faisceaux projectifs 
[V, l ■ r ), ( V, V), oü ä une surface V" du premier faisceau correspond une surface V" 
de l'autrc, de la maniere suivante: V" rencontre la surface (2n) suivant la base UV 
et une autre courbe K d'ordre «*, par laquelle et par la base VV' on peut faire passer 
une surface V" d'ordre n. En effet. A a n' points communs avec la base VV' (leB 
point* communs aux surfaces V, V, P')j donc une surface d'ordre n, passant par la 
base VV et par un point de K non situe" sur cette base, aura n'-fl points communs 
avec K, et par consequent contiendra cette courbe, tout entiere. 
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et du premier reseau; par consequent, ccs surfaces conliendront, outre la coarbe 
P 3l P a , la courbe engendree par ces trois faisceaux, qui sont projectifs: courbe, 
qui est aussi siluee sur *F t parce que ces faisceaux sont correspoodants dans 
les reseaux donnes. 

De memo, une surface quelconque 0,. du faisceau (*u,* u ) et la 
surface corre*pondante >fr Ir du faisceau (les deux surfaces etant 

relatives ä un rneme faisceau du troisieme reseau donne) auronl od commun. 
non - seulement une courbe d'ordre »' siluee sur P 3J et sur une surface du 
faisceau {P 3 , , F M ). mais aussi une courbe d'ordre 3» 2 siluee sur !K Les sur- 
faces V et P 33 forment donc ensemble le licu complet engendre par les 
faisceaux projectifs ,,</>,,, </»„), ( < S&u 1 D'oü il suit que, •/»„ et 4> !t etant 

une seule et memo surface, la surface !P est touchee par </>„ et </»„ le 
long de deux courbes d'ordre 3»' siluees sur <J>„ (42.); et que les 
points doubles de 7' sont les poinls communs aux trois surfaces 
<*>„. <P 2J . Or nous avons vu que ces surfaces sont touchees ä la fois 
par />„, aux points communs aux surfaces P l3 ^ P U3 P u ; et chacun de ces 
points de contact absorbe quatre points d'intersection des trois surfaces </> *) ; 
la surface V a donc (2») 3 — 4» 3 = 4« 1 points doubles. Et par ces points 
passe toute surface <P, engendree par deux faisceaux correspondants dans 
deux des reseaux donnes. 

44. On peut, d une maniere analogue, construire la surface 7' lieu 
d'un point oü se coupent trois surfaces correspondantes des trois reseaux pro- 
jectifs (P,Q,Ru {P',Q',R'), (P",Q",R") d'ordres lesquels ne forment 
pas un assemblage symetrique (23.). 

Les deux faisceaux ((?', R'), (Q", R") engendrent une surface 4> x dordre 
«, + »„ qui est coupee par R" suivant deux courbes, R"Q" et R"R'. 

Les deux faisceaux (Q, 7i), (Q", R") engendrent une surface <£, d'ordre 
+ qui est coupee par R" suivant deux courbes, R"Q" et R"R. 

Les deux faisceaux (/*', R') (P" f R") engendrent une surface <t> 7 d ordre 
+ qm es* coupee par R" suivant deux courbes, R"P" et R"R'. 

Et les deux faisceaux (P, Ä), (P",R") engendrent une surface ff*' t 
d ordre + qui est coupee par R" suivant deux courbes, R"P" et R"R. 

Les surfaces </>,, </» determinent un faisceau d ordre n t \ n 3 projectif 



*) Cela est Evident pour deux surface» quelconque» et un plan qui se touchent 
en un mfime point. 

4* 
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au faisceau ()", P"). Si S" est une surface quelconque de ce dernier faiscean, 
les faisceaux correspondanls [S', R'}, (S", R") engendreront la surface <t> (du 
faisceau (*,,*,)) qui correspond a S". 

De meme, les surfaces </»,, tf> 2 determinent un faisceau d'ordre », -fiH 
qui est, lui aussi, projectif au faisceau ^Q" y P"). La surface <£' correspoodante 
ä S" est engendree par les faisceaux correspondants {8, R), (S", R"). 

Les surfaces </», <*>', oulre la courbe R"S", cuntiennent evidemment 
la courbe Heu d'un point oü se croisent trois surfaces currespondantes des 
faisceaux projectifs (S,R), iV) , ^S",R"}: courbe qui est situee sur W, 
car ces trois faisceaux sont correspondants dans les reseaux donnes. Les 
faisceaux projectifs (*,,</>j engendrent donc un Heu qui est com- 

pose des surfaces R" et *P. 

45. Dans la recherche precedente soit n, = «, = »j = ». Dans ce cas 
(^43.). note) une surface quelconque R,, du faisceau (JF, II"} coupe tf>, et <*» 3 
suivant deux courbes situees resp. sur deux surfaces Q„, P t , appartenant aux 
faisceaux iQ', Q"). {F, F'). D'oü il suit que les reseaux projectifs (P, Q, Ä), 
(F 0 , Q,„ Ä,,), K P",Q",R") donneront naissance aux meines surfaces 
tf>i, </>,, et engendreront une surface d'ordre 3» qui, ayant quatre courbes 
d'ordre 3« ? en conunun avec Y, coincidera avec cette derniere surface. C'est- 
ä-dire que, si une surface d'ordre 3» est engendree par trois re- 
seaux projectifs (P, 0, Ä, ...), (F, Q', R', ...), {P", Q", R", . . .) d'ordre 
», on peut substiluer ä Tun de ceux-ci, par ex. au deuxieme, un nouveau 
reseau (P Mf @„, ß,,, ...) projectif aux donnes, et forme par des surfaces qui 
apparliennent resp. aux faisceaux (F, />"), (()', ()"), (R',R"), .... 

Analoguement, nous pourrons remplacer un autre des reseaux donnes, 
(/>, R, ...) par un nouveau reseau (#*", Q'",R'" t ...) projectif au precedent, 
oü les surfaces F", Q'", R'", . . . apparliennent resp. aux faisceaux {P, f,,), 
(Q>Q»)i {R>R<i)-> ce <l ui e8t ,a mime chose, aux reseaux [P,F,F'), 
(Q,Q',Q") et K R,R',R"). Donc enfin, on pourra engendrer la meme 
surface V par trois nouveaux reseaux {F" ,Q"' ,R'" ,...), {F\Q" ,R xy ,...), 
P v , Q v , R v , . . .) projectifs aux donnees et formes par des surfaces 
appartenant resp. aux reseaux (P,F,P",...), iQ,Q',Q", - \ {R,R' ,R" ,...)• 

De plus: les reseaux projectifs (P,F ,F ',F" ,...), (Q,Q',Q",Q"',.. ) 
et {R, R', R", R'", ■ . .) engendrent une surface d'ordre 3n 2 qui contient 
les quatre courbes «/»,«/» 2 , d'ordre 3«', et par suite 

coincide avec V. 
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46. Representons par 



Pn, 


P u 1 


P», 
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P»i • • • 


Pn, 
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P», 


P«, 


P»i • • • 


P,„ 


P ni 


/iü , 


P», 


^«i • • • 


P«, 


P«, 


P «• 


P«, 


P«? • • • 



les surfaces correspondantes üe quatre systemes lineaires projectifs du ineine 
ordre «, et supposons que P„ et /', soit toujours une seule et meine sur- 
face. Dans cette hypothesc, les quatre systemes forrnent un assemblage syme- 
trique. La surface J d'ordre An, Heu (Tun point oü se coupent quatre sur- 
faces correspondantes (36.), peut ötre construüc de la maniere suivante. 

Les trois reseaux correspondants (P»2*Pu,P»0, v P}.,Pjj,Pm)i (P«,P«,P«) 
donnenl (43. ) une surface d ordre 3», qui est touchee par la surface * 
engendree par les faisceaux (P M , P M ), (P^P*) suivant une courbe d'ordre 
3» J (situee sur la surface engendree par les faisceaux (P«,P J4 J, (F«,/*«,), ou 
par les faisceaux (P«,P M ), (Pi»P«})i laquelle ert le lieu dun point oü se 
coupent trois surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (P B , P 14 ), 

(Pjji r m)i (P oi P m)- 

D'une maniere seniblable, les trois reseaux correspondants (P,„ P 13 , P, 4 ), 
(Pin Pu-, Pm)i {P*n Pm P**) engendrent (43.) une surface V M d'ordre 3«, 
qui est touchee par la surface </» suivant une courbe d'ordre 3*1* (situee sur 
la surface engendree par les faisceaux (P,j, P 14 ), (P 4J , P^} ou par les faisceaux 
(P„ , P M ; , (P« t , P«), laquelle est le lieu des inlersections de trois surfaces 
correspondantes des faisceaux projectifs (P,j,P I4 ), (P«,P M ), (P«iP M ). 

Enfin, les trois reseaux correspondants (P 2M P M , P»), (P„, P M , P M ), 
(P 4I , P 4J , P«), ou ce qui revient au möme k 45.,\ les trois reseaux correspon- 
dants (P„,P„,P W ), (P»,P»,P»), (P«,P«,P«) engendrent (44.) une surface 
y i2 ou y 3 , d'ordre 3», qui est coupce par </> suivant los deux courbes d'ordre 
3»' dejü menlionnees. D'oü il suit que les points communs ä ces deux courbes, 
c'est-ä-dire les 4» 3 points v 19.; par lesquels passent quatre surfaces correspon- 
dantes des faisceaux projectifs (P U ,P, 4 ), (P^P*), (P«,P»)i (P«^P«), sont 
tels que la surface </» y est tangente ä chacune des surfaces V,,, V^, 

Les surfaces V,,, V,, delerminenl un faisceau projectif au faisceaa 
(P 4J .P 4 ,}. Si P 4 , est une surface quelconque de ce dernier faisceau, et si 
P>> Piri P\, 9ont les surfaces correspondantes des faisceaux (P J2 , P 3I ), (P»,P«)i 
(Pu,Pii;i la surface correspondante V, r du faisceau (V,,, V,,) sera engendree 
(440 par les reseaux (P,„P a ,P M ), P^P^P»), (P« r , P«, P„). 
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Les surfaces V",,, V„ determinenl un autre faisceau projectif au meine 
faisceau (P«, P Al ). La surface V,, du faisceau (Vj,, ¥»0, qui correspond ä 
P ir , est engendree par les reseaux (/*,, , P.j, A* M/ \ (/> 3 ,, P M , (P V1 P«, P u ). 

Les deux surfaces V / „, V,, d'ordre 3» passent ensemble par la courbe 
d'ordre 3» 3 engendree par les faisceaux {P ri . P,«), (P»,/*«), {P*s, P**) et 
situee sur la surface </\ ellcs sc couperonl donc suivant une aulre courbe 
de l'ordre 6«', lieu d'un point (24.) par lequel passent a la fois quatre sur- 
faces correspondantes des quatre reseaux projectifs \P lr iP ti ,P H ), (P,,,/',,,/',«), 
{P 3r ,P n ,P»), (P« r , />„,/>««). Cette courbe appartient ä J, car ces quatre 
reseaux sonl correspondanls dans les systemes donnes ; les faisceaux projectifs 
(*im *Wi (*»n *») engendrent donc un lieu compose de la surface «/» d'ordre 
2» et de la surface J d'ordre 4». 

On en conclut (42.) que les points doubles du lieu compose ./•/' sont 
les interseclions des trois surfaces 'i' n . V», *P n . Nous avons vu que ces 
trois surfaces ont 4«* points de contact, qui sont equivalents ä 4 . 4» J inter- 
sections; le nombre des points doubles est donc (3») J — 16» J = Mais 
les points doubles de </> sont (42.) les » J intersections des surfaces P», /%♦, 
P M ; ainsi /I a 10» J points doubles, situes sur toutes les surfaces 
analogues ä 5F,,, V Ä , V m . . . . 

De ce que J est engendree au moyen de faisceaux projectifs forinant 
un assemblage symetrique (42.), il suit encore que cette surface est 
touchee par V,, et ¥'„ suivant deux courbes d'ordre 6V, situees 
sur W n . 

Chapltre quatr lerne. 

Proprietes relatives aux surfaces nodales conjuguees. 

47. Revenons ä la consideration d'une surface fondamentale F. d'ordre 
n (generale, sans poinls multiples) et des surfaces polaires. On a vu (2.) que 
les premieres polaires de lous les puints de l'espace forment un Systeme lineaire 
d'ordre »—1. La Jacobienne de ce Systeme, c'esl-ä-dire le lieu des points 
doubles des premieres polaires, ou bien encore (13.) le lieu d'un point dont 
In quadrique polaire est un cone, sera (37.) une surface de l'ordre 4 (» — 2). 
On appelle cette surface la Hessienue ou la surface nodale de la surface fon- 
damcnlale. 
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Soient f,, P,, fj, /*« les premieres polaires de qualre points quel- 
conques /. 2, 3, 4 (non silues dans un meme plan); un pcut regarder (37.) 
lu Hessienne comme Jacobienne de ces quatre surfaces d'ordre »— t. Les 
premieres polaires de tous les points de fespace, par rapporl ä ces quatre 
surfaces, forment, d'apres le theorerae (II.), un assemblage symetrique de 
quatre systemes linenires projectifs d ordre «-2; donc (46.), Ia Hessienne 
a 10(s—2) J points doubles, situes sur un nombre infini de surfaces 
(Vu, V», ) d'ordre 3 n-2). 

En designant par P„ la deuxieme polaire mixte de deux points rs } et 
en conservant du reste les symboles adoptes ci-dessus (46.), on voit (out de 
suite que V, est le Iieu des poles du plan 134 par rapport aux 
premieres polaires des points du plan 234 (30.), et aussi le Iieu 
des poles du plan 234 par rapport aux premieres polaires des 
points du plan 134. Or, d'apres le theoreme (11.) si le plan 134 est la 
polaire (»-2)""" d'un point x, par rapporl a la premiere polaire d'un point 
r du plan 234, le meme plan 134 est aussi la premiere polaire de r, pur 
rapport a la polaire («— 2)" m ' de x, c'est-a-dire que 134 est le plan polaire 
de r par rapport ä la quadrique polaire de x. Donc, V,, est le Iieu d'un 
point x tel que les plans 134, 234 sont coujugues par rapport ä 
la quadrique polaire de r *). 

Comme cas particulier, V„ est le Heu des poles du plan 234 
par rapport aux premieres polaires des points de ce meme plan, 
et aussi le Iieu d'un point dont la quadrique polaire est lan- 
ge nte au plan 234; el V„ aura la meme significalion par rapport au plan 
134. Appelons ces surfaces V,„ V M surfaces polaire» pures des plans 234, 134 
resp. , et W n turface polaire mixte de ces meines plans. Donc (46.) : 

La Hessie n ne est to uch ee par la sur face polaire pure d'un plan 
quelconque suivant une courbe gauche d'ordre 6(»— 2)*, qui est le 
Iieu des poinls doubles des premieres polaires dont les poles sont 
dans le plan donne. Les deux courbes de contact entre la Hes- 
sienne et les surfaces polaires pures de deux plans quelconques 
sonl situees ensemble sur la surface polaire mixte de ces deux 
plans. Toules ces surfuces polaires pures el mixtes, el des lors 

*) La section de V,, par Tun de» plans '234, /34 est eVidcrament le Heu des 
points de contact de ce plan avec les premieres polaires des points de lautre. 
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toutes ces courbes gauches d'ordre 6(»— 2f passent par les 10 n— 2) 3 
poinls doubles de la Hessienne. 

48. La surface V, polaire pure d'un plan quelconque 123, a 4;'« — 2) 5 
poinls doubles (43.) sitnes sur un nombre infiui de surfaces (*„, ...) 
d'ordre 2(n-2). Si r, # sont deux poinls fixes dune droite donnee, et que 
x soit un point mobile sur une autre droite donnee G, les surfaces P, v , P.* 
formeront deux faisceaux projeclifs, generateurs d'une surface # d'ordre 
2(»— 2), qui sera le lieu des courbes polaires (d'ordre [n— 2) J ) de la 
droite r.v par rapport aux premieres polaires des points de G (3.). 
Or, d'apres le theoremc (12.), si les premieres polaires de r, * par rapport 
ä la premiere polaire de x passent par un point //. reciproquernent la premiere 
polaire de x par rapport ä la [n — 2)*"' polaire de y passera par r, *; c'esl— 
ä-dire que le plan polaire de x par rapport ä la quadrique polaire de y passera 
par la droite rs. Dune. >/> est le lieu d'un point 7 tel que la droite 
reciproque de la droite G, par rapport ä la quadrique polaire de 
y, est rencontree par la droite r*. Dans cette definition, 011 peut evidem- 
menl permuler enlre eil es les droites r*, G; donc <f> est aussi le lieu des 
courbes polaires de G par rapport aux premieres polaires des 
points de r# *) D'apres ce qui precede, la surface P, x coupe 4» suivant 
deux courbes d'ordre (n — 2) 7 , dont l'une est la courbe polaire de la droite rs 
par rapport ä la premiere polaire du point i de G, et l'autre est la courbe 
polaire de G par rapport ä la premiere polaire du poinl r de rs; or, les 
(» — 2) J points communs ä ces deux courbes sont autant de points de contact 
entre P rx et <P; donc <l> est aussi l'enveloppe de la deuxieme po- 
laire mixte de deux poles mobiles, l'un sur G, l'autre sur rs. 
Nous appelons cette surface * surface polaire mixte des droites G et rs. 

En revenant ä la surface V, on voit que <*>„ est la surface polaire 
mixte des droites 13, 23. Aussi, <f»„ a la meme signification par rapport 
a deux droites coincidentes: c'esl-ü-dire que * M est le lieu des poles 
dont les quadriques polaires sont tangentes ä la droite 23, etc. 
Appelons ce lieu surface polaire pure de la droite 23. Ainsi, en resume (43) : 



*) Si Tod convient d'appeler Jacobienne de quatre surfaces, dont quelques -uncs 
soieut des plann, le lieu dun point oü se coupent les premieres polaires d'un point 
situe* dans les plana donne« par rapport aux autres surfaces donnees; <1> sera la Ja- 
cobienne de deux plaus pasaant par G et des surfaces P r , P,. De meme, V lt est la 
Jacobienne du plan 134 et des surfaces P t , P i} P t ; etc. 
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La surface polniro (pure) d'un plan donne esl louchee par la 
surface polaire pure d'une droite quelcnnque siluee dans ce 
plan, suivant une courbe gauche d'ordre 3«-2 \ qui est le lieu 
des poles du plan par rapport aux premieres polaires des poinls 
de la droite. Les deux courbes de contacl entrc la surface po- 
laire du plan et les surfaces polaires pures de deux droites 
tracees dans ce plan, sont placees sur la surface polaire mixte 
des deux droites. Toutes ces surfaces polaires pures et mixtes 
(des droites du plan), et par suite toutes ces courbes gauches 
d'ordre 3 »— 2]\ passen! par les 4(»— 2) 5 poinls doubles de la sur- 
face polaire du plan donne. 

49. La surface P r > (deuxieme polaire mixte des poinls r, s) admel, 
eile aussi. une delinition analogue ä Celles des surfaces !F W et <ß l2 . En effet, 
si la premiere polaire de r par rapport a la premiere polaire de * passe par 
un point x, reciproquement, d'apres le theoreine (12.), la premiere polaire de 
* par rapport ä la (» — 2)'"" polaire de x passera par r, c'est-a-dire que le 
plan polaire de * par rapport ä la quadrique polaire de x passe par r. Dnnc, 
P rA est le lieu d'un point x tel que les poinls r, * sonl conjugues 
par rapport ä la quadrique polaire de x. Si les points r, * coincident, 
on retombe sur la definition de P rr (deuxiäme polaire pure du point r). 

50. La surface tf>, polaire pure dune droite quelconque 12, a (n-2) 1 
points doubles (42.) situes dans un uombre infini de surfaces (/'„, P,„ ...) 
d'ordre n-2. On est ainsi conduit ä dire que: 

La surface polaire (pure) d'une droile donnee est louchee 
par la deuxieme polaire pure d'un point quelconque de cette 
droite suivant une courbe gauche d'ordre («— 2f, qui est la courbe 
polaire de la droite par rapport ä la premiere polaire du point. 
Les deux courbes de contacl entre la surface polaire de la droile 
et les deuxiemes polaires pures de deux points quelconques de la 
m£me droite, sont placees sur la deuxieme polaire mixte de ces 
points. Toutes ces deuxiemes polaires pures et mixtes (des 
points de la droite). et des lors toutes ces courbes d'ordre (»— 2} - , 
passent par les (» — 2f points doubles de la surface polaire de la 
droite donnee. 

51. II resulte de ce qui precede (48,50) que la surface polaire 
pure d'un plan est l'enveloppe des surfaces polaires pures des 
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droiles situees dans cc plan, el que In surface polaire pure d'une 
droitc est lenveloppe des deuxiemes polaires pures des points 
de celte droite. ()n peut ajouler, d'apres 43. 46 . que les surfaces 
polaires pures el mixte de deux droiles, situees dans im niömc 
plan, sont touchees aux in dm es >— 2/ poinls par la deuxieme po- 
laire pure du point de concours de ces droiles (d'oü il resulle que 
la surface polaire pure d'uil plan esl aussi l'enveloppe des deu- 
xiemes polaires pures des points du plan): el quo les surfaces polaires 
pures et mixte de deux plans sont touchees aux meines -4 n— 2) 1 points par 
la surface polaire pure de la droite commune a ces plans. Et en outre (44.): 
la courlie gauclie d'ordrc 3fn— 2 ', lieu des poles d un plan donne par rnpport 
aux premieres polaires des poinls d'une droite donnee. est placee sur la sur- 
face polaire mixte de ce plan et d'un autre plan quelconque passant par la 
droite donnee, et aussi sur la surface polaire mixte de cette droite et d'une 
autre droite quelconque siluee dans le plan donne. Etc. etc. 

52. Les premieres polaires des points d'une droite quelconque formen! 
un faisceau, qui contienl 4>-2) J surfaces douees d'un point double (90.). 
Donc, le lieu des poles dont les premieres polaires ont un point 
double, esl une surface d'ordre 4(» — 2)'. On l'appelle surface nodale 
conjuguee, ou surface Steinerienne. 

Nous pouvons dire (13.) que la Iiessicnne est le lieu des points 
dont les quadriques polaires sont des cones, et que la Steine- 
rienne est le lieu des sommets de ces cones. 

La Hessienne el In Steinerienne so correspondent, point a 
point. Si o est un point double de la premiere polaire d'un point o, c'est- 
ä-dire, si o est le pole d'un cone quadrique de sommet o, les poinls o, o 
seront deux poinls correspondanls de la Hessienne et de In Steinerienne. 

53. La Hessienne est aussi le lieu des points de contact 
entro les premieres polaires (32.). Soient o, o deux points correspon- 
danls des deux surfaces nodales conjuguees; la premiere polaire de o el une 
autre premiere polaire passant par o delermineront un faisceau de surfaces 
touchees en o par un meme plan E. Tout point p commun ä ce plan et au 
plan polaire de o aura sa deuxieme polaire passant par o (la droite po est, 
en eflel. tangente en o a la premiere polaire de p); or, le point a jouit, lui 
aussi, de cette propriele: donc. o esl silue sur l inlerseclion de E par le plan 
polaire de o, c'esl-ä-dire quo le plan Zs'pnsse toujours par la droite od. 
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54. Soient o, o, deux poinls. infiniment voisins. de la Hessienne: o. oj 
leurs poinls correspondnnts sur la Steinerienne. Des que les premieres polaires 
de o' f o, sont conseculives el douecs des poinls doubles o, o, . leur courbe 
d'inlerseclion passera par o, el consequemment le plan polaire de o passera 
par o'o,. qui est une droile langente en o a la Sleinerienne. Cela subsisle 
quelle quo soit la direclion de oelle langente: donc le plan polaire d'un 
point de la Hessienne est langen! ä la Sleinerienne au point 
correspondant. 

On deduit de la que la Sleinerienne est une surface de la 
classe 4>«— 1; 5 (»— 2;. car ce nombre est celui des inlcrseclions de la Hes- 
sienne avec la courbe polaire d une droite quelconque. 

55. Les poles d un plan (par rapport ü la surface fondamcntale) sont 
(3.; les (»— \ 1 inlersections des premieres polaires de trois points a, o, c 
de ce plan. Soit a un point de la Sleinerienne. el soil abc le plan hin- 
gen! a cetle surface en ce point: dans ce cas, la premiere polaire de a est 
douee d'un poinl double a, el les premieres polaires de b et c passenl par a. 
D'oü il suil que le plan tangent a la Sleinerienne, en un de ses 
points. a deux poles coincidents au point correspondant de la 
Hessienne. 

56. In poinl double oj de la Hessienne est situe sur la surface po- 
laire mixte de deux plans quelconques (47.}; cest-ä-dire q» \\ y a dans un 
plan quelconque un point tel que le plan polaire de w, par rapport ä la pre- 
miere polaire de ce point, est indetermine: aulrement, il y a dans un plan 
quelconque nn point dont la premiere polaire a un poinl double en w. Donc, 
u) est le poinl double d'un nombre infini de premieres polaires, les poles des- 
quelles. apparlenant naturellement ä la Sleinerienne (52.), sont en ligne droite 
(car il y a un lel pole dans un plan quelconque). Ainsi, au poinl ui cor- 
respond sur la Sleinerienne. au Heu d'un point unique, une droite, 
dont chaque point sera. par consequent, double pour la quadrique polaire de 
u); c'est-ä-dire que la quadrique polaire de 10 est une couple de 
plans passant par cetle droite. Et le plan polaire de u> sera tan- 
gent ä la Sleinerienne tout le long de celle meine droile. Donc 

La Steinerienne contienl 10 » — 2 3 droites, dont chacune 
correspond ä un des points doubles de la Hessienne. 

57. Deux courbes siluees resp. sur la Hessienne el sur In Steinerienne 
peuvent £lre nommees corretpondantes , lorsque l'une est le lieu des points 

5* 
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correspondants aux points de Pautre. Ainsi par ex. la courbe plane d'ordre 
4 « — 2 \ oü la Steinerienne est coupee par uu plan quelconque E, et la 
courbe jauche dordre 6,» — 2)% au long de laquelle la Hessienne est touchee 
par la surface polaire (pure) de E (47.;, sont deux courbes correspondantes; 
parce que la deuxierae courbe est le Heu des points doubles des premieres 
polaires des poinls de E. 

On peut tres-facilemenl delerminer la courbe qui correspond ä l'in- 
tersection de la Hessienne avec une surface quelconque S d'ordre im. Soit 
K la surface enveloppe des plans polaires des points de S m : surface qui est 
aussi le lieu d'un point dont la premiere polaire est tangeute a S„ (15.;. Si 
o est un poinl commun ä S m et ä la Hessienne, le plan polaire de o loucbera 
a la fois K et la Steinerienne au point correspondant o (54.). ()r, la pre- 
miere polaire de o', ayant un point double en o, touche S m en ce point; donc 
o apparlient aussi ä K, et par suite la Steinerienne et la surface K ont un 
point de contact en o. Donc K est tangente a la Steinerienne lout 
le long de la courbe qui correspond ä fintersection de la Hes- 
sienne avec S m *). 

Les points oü cette courbe de contact est rencontree par un plan quel- 
conque correspondent aux points communs h S„ et a une courbe d'ordre 
6 V » — 2 l'ordre de la courbe de contact est donc 6min — 2) J . 

On peut demander aussi l'ordre de h Les points oü cette surface 
est rencontree par une droite arbitraire sont les poles d'autant de sur- 
faces d'un faisceau, qui touchent S m ; donc (33.) K est de l'ordre 
w{3(» — 2; J -f (in — iy+2{u— 2)(m— 1}}. Si m = i. l'ordre de K (lieu d'un 
point dont la premiere polaire est tangente ä un plan donne) est 3 V » — 2 /: 
ainsi qu'on l'a deja trouve (15.). 

58. Nous avons vu (5.) que la quadrique polaire dun point parabo- 
lique de la surface fondamentale est un cone. Reciproquement, il est evident 
que tout point de la surface fondamentale. dont la quadrique polaire soit un 
cone (n'ayant pas son sommet au pole, auquel cas on aurail un point double), 
est un point parabolique. Par consequent. le lieu des points parabo- 
liques est la courbe gaucbe d'ordre 4« w — 2 . intersection de la 
surface fondamentale avec la Hessienne. Naturelleiuent, cette courbe 

*) Ce meine raisonnement prouve aussi quo la deVeloppable polaire d une droite 
touche la Steinerienne aux points correspondants aux inter.-cctions de la Hessienne 
avec cette droite. (Et de meine pour une ligne (juelcoiHjiie.) 
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partiig e la surface F, en deux reffions, dont l'une conlient les points hyper- 
boliques (ä indicntrice hyperboliquc) et l'nulre les points elliptiqucs (n indi- 
cntrice elliptique). C'est-ä-dire que Ic plan tangent, en un point de la sur- 
face F„, coupe celle-ci dans une courbe pour laquelle le poinl de conlact 
esl un na«ud ou un poinl isole, suivant que ce poinl appartient ä la premiere 
ou ä la deuxieme region. 

59 Un plan tangent de F„ esl stationnaire si le poinl de contact 
est parabolique. Or. In premiere polaire d'un poinl quelconque de l'espace 
rencontre la courbe parabolique en I« « — — 21; ce nombre exprime donc, 
comhien de plans stalionnaires passent par ce point arbitraire: ainsi qu'on l'a 
dejä trouve ailleurs ^8.). 

60. Supposons que la surface fondamentale F„ contienne une droite 
A. Un plan mene arbilrairement par A coupe F„ dans une courbe d'ordre 
»— 1; et une surface d'ordre « — 1, inenee aussi arbitrairenient par cetle courbe, 
rencontrera de nouveau F., dans une courbe gaucbe C d'ordre (»— i)\ 
quon peut prendre comme base d'un faisceau d'ordre »— 1. Une surface 
quelconque 8 de ce faisceau coupe F„ dans une courbe plane d'ordre »—1, 
dont le plan E passe par la droite A (car cette derniere courbe doit contenir 
les »—1 intersections de S avec A). Ainsi, la surface F„ peut etre engendree 
ä l'aide de deux faisceaux projectifs, Tun de plans B par A, lautre de sur- 
faces S par C. 

Tout plan E est tangent a F„ en »—1 points: c'est-ä-dire aux points 
od A rencontre la surface S corrcspondante ä E; car ces points sont doubles 
pour la section de F. pur E. On peut demander le nombre des plans E 
qui louchent F. hors de la droite A. Un plan E mene arbilrairement par 
A touche 3(» — 2}~ surfaces S' (car celles-ci forment un faisceau), auxquelles 
correspondent autant de plans E'. Reciproquement, la surface & corrcspon- 
dante a un plan arbitraire E' est de la classe « — 1) — 2)% et par suilo eile 
esl touchee par autant de plans E. II y aura donc 3^i-2f+{n~i)(n-2f 
comeidences de E avec E', c'est-ä-dire qu il y aura in -}-2j x n — 2/ plans 
E dont chacun coupera F. suivant une courbe (d'ordre n— i) 
douee de point double. 

Dans le faisceau des surfuces 8 il y en u 2 « — 2 : qui louchent A; 
les points de contact sont les points doubles de l'involulion d'ordre n — 1 
formee sur A par les surfaces S, ou. ce qui esl la meine chose, par les courbes 
d'ordre «—1 communes a F„ el mix plans E. Ces 2 n — 2; points sont les 
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seuls poinls pnraboliques qui sc trouvcnt sur A; car si un point de A est 
parabolique, le plan /■' langenl a /'. en ce point doil couper celte surface 
suivant une courbe (d 1 ordre [n — 1 i) louchee en ce point par A. Mais dun 
aulre cöte, la Hessicnnc etant de lordre 4 (»—2), ces 2(m—2) poinls doivent 
represenler les 4(n—2) inlerseclions de celle surface avec la droile A; 
donc 

Tonte droite situee sur la surface fondamentale est tan- 
gente en 2(m — 2) poinls ä la surface Hessienne. et par suite ü la 
courbe parabolique. 

61. Cbercbons lordre du lieu des paires de droites oscula- 
triccs ä la surface fondamentale, aux points de l'intcrsection de 
celle-ci avec une autre surface S m d'ordre tu. Souvenons-nous quo 
les droites osculatrices en un point de F„ formenl rintersection du plan polaire 
et de la quadrique polaire de ce poinl (5.). Soit donc G une droite orbi- 
Iraire; x un point quelconr,ue de celte droite. Si une quadrique polaire passe 
par x, le lieu du pole est la deuxietue polaire de x qui coupera la courbe 
{mm) en mn{n — 2) points; et les plans polaires de ces poinls rencoutreront G 
en w»(«-2; points x. Reciproquement, les plans polaires qui passent par 
un point quelconque x de G onl leurs poles dans la premiere polaire de x, 
qui traversera la courbe (tun) en mn\n—\) poinls, dont les quadriques polaires 
donnent 2mn\n— 1) points x sur G. II y aura donc, sur G, tun «— 2j-f2m»(»— lj 
coincidences de x avec x, c'est-ä-dire que le lieu demande est une 
surface de l'ordre i»»(3ii — 4 ; V 

Pour celle surface (gauche-, en general) la courbe [im») est double, 
car chacun de ses points est Tinlerseclion de deux generatrices reclilignes. 
Si tn — 1 , le lieu en queslion coupe le plan S suivant la seclion de F H par 
S et les 3m (» — 2) langentes stationnaires de celte courbe plane. 

Si m=4(M-2), lordre du lieu devient 4»(»-2j(3»-4j; raais. si 
S m est la Hessienne, il faul prendre la moitie seulemenl de ce nombre, parce 
que la courbe (mim} est, dans ce cas, la courbe parabolique (58.), et par 
consequent, en chacun de ses points les deux droiles osculalrices sont coin- 
cidentes. 

Dans ce meme cas, le lieu est une surface developpable, car le plan 
tangent ä F. en un point parabolique est stationnaire (c'est- ä-dire qu'il doit etre 
regarde comme un plan bilangent, donl les deux points de contactsonl infiniment 
voisins), et deux plans stationnaires consecutifs passent par la droile oscu- 
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latrice*); d'oü il stii! que le Neu des droiles osculutrices. le long de 
In courbe parnbolique, coincide avec la surface enveloppee par 
les plans stalionnaires**), doul nous nvons dejä delermine la classe 8 j. 

62. ()n deniande ä eonnnitre In developpable circonscrilo ä la 
surface fondamentnle suivanl la courbe d'ordre v, inlerseclion 
de eelle-ci avec un plan donne E. 

La premiere polaire d'un point arbilraire x de fespnee renconlre la 
courbe in) cn »(#— t) points; la classe de la developpable est donc 
» «-1 

Si deuv de ces n ji — l} poinls comcident. le point s appartiendra ä la 
developpable; combien de poinls de cette espece y a-t-il dans une droile arbilraire 
(i? Les premieres polaires des poinls de G forment un faisceau et par suite 
coupent le plan E suivanl un faisceau d'ordre » — 1, dans lequel il y a 
n 3/1 — 5) courbes ***) qui loucbent la courbe («), celle-ci elant supposee 
Sans points multiples. Si cette courbe u J poinls doubles et k rebroussements 
(c'est- ä-dire, si le plan E a 9 conlacts ordinaires et k contacts stationnaires 
avec FA le norabrc precedenl deviendra n;3w — 5' — (2<)-f 3Arj. Ce norobre 
exprime donc Vordre de notre developpable. 

Si, parmi les «(«—1) intersections de la premiere polaire de x avec 
la courbe («), il y a trois points colncidents, le point x appartiendra ä la 
courbe cuspidale de la developpable; et si, au contraire, la premiere polaire 
de x a dcux contacts avec la courbe («), x sera an point de la courbe double 
de la developpable. On peul donc demander combien de points x de cette espece 
sonl contenus dans un plan quclconque. Les premieres polaires des points de ce 
plan coupent £ suivanl un reseau d'ordre dans lequel il y a 6«;«— 2 1— ( 6J-f8*) 
courbes oscnlairices ä la courbe («), et i{«(3w 5)-{2rT' 3k)\- n: 1 1«-21 -10o*t 2 fk 
courbes qui touchent la meine courbe en deuv points distincls. Ces nombres 
expriment donc Tordre de la courbe cuspidale et 1'ordre de la 
courbe nodale de la developpable dont il s'agil. 

63. (Juel esl le Heu d"un point tel quo sa quadrique polaire 

•) [Teoria geomelrica delle »uper fiele, 31 .J 

**) (Jette developpable est circonscrite & la Hteinerienne »uivant la 
courbe d'ordre (in(n — '})' qui correspond (57.) ä la courbe parabolique. 
En effet, si 0 est un point parabolique, le plau (stationnairo) polaire de o touche en 
ee point la surface fondaraentale, et au point correspondant. la Steinerienne (04.). 

***) Ce nombre et les autres qui suivent sont empruntc's aux trait<?s gcoinetriquc» 
des courbes planen. \Teoria geomelrica delle carte pinne, fil et 103.) 
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(par rapport ä F.} passe par les sommels iTun tetraedre conjugue ä 
une surface donnee S de second ordre? Soienl a, b deux poinls quel- 
conques de l'espace; C la courbe d'ordre ,» — 2 "'. interseclion des dcuxiemes 
polaires de a el b, el des lors Iieu des poles des quadriques polaires qui 
passent par cos poinls: a . b' les poinls oü ■S coupe la droile reciproque de 
ab par rapporl ä S. Les quadriques polaires passanl par a el b, formenl une 
serie lellc qu'il y en a (n-2? passanl par un troisieiue point quelconque 
donne; donc. il y aura in — 2 3 quadriques de celle meine sörie qui diviseront 
harmoniquement le segment ab'; c'est-a-dirc que la courbe C rencoulre le 
lieu cherche en i.'n — 2/ poinls. Consequoniinent ce Iieu est uue surface 
d'ordre (m-2 3 : i>-2)' = «-2. 

Toul poinl cominun ä ce lieu et ä la Hessienne est des lors le pole 
d un cone (quadrique) polaire circonscril ä un triedre conjugue ä S. Donc 
(57.) le lieu des sommets des cones (quadriques) polaires circonscrils 
a des Iriedres conjugues ä la quadrique donnee est une courbe 
gaucbe d'ordre — 2)\ 

64. Qucl est le lieu d un point tel que sa quadrique polaire 
soit inscrile dans un letraedre conjugue ä une surface donnee S 
de second ordre? Soicnt A, Ii deux plaus quelconques; C la courbe d'ordre 
9(m— 2)\ interseclion des surfaces polaires (pures) des plans A, B, et des 
lors lieu des poles des quadriques polaires qui louchent chacun de ces plans; 
A\ B 1 les plans langents de S roenes par la droite qui est reciproque de la 
droite Aß par rapport ä S. Les quadriques polaires tangentes a A et ä B 
forment une serie teile qu'il y en a 27(» — 2; J langentes ä un troisieme plan 
quelconque; donc il y en a aussi 27(»— 2) 1 tolles qui seront conjuguees aux 
plans A\ B 1 . Ainsi la courbe C contient 27 '» — 2? points du Iieu domande; 
donc ce lieu est une surface de Tordrc 27 :> — 2) 3 :9 « — 2)' = 3(n— 2). 

Si le letraedre conjugue ä S n un somniet x sur S, la face opposee 
sera le plan tangenl ä celte surface en x, el, des trois aulres facos. une coTn- 
cidera avec ce meme plan tangent, el les deux restantes seront deux plans 
quelconques menes par deux tangentes conjuguees de S en x. Un tel le- 
traedre peut donc etre regarde corame elant circonscril a un cone quadrique 
quelconque de sommel x. Par consequcnl, si x est un point commun ä S et 
ä la Hessienne. le pole du cone polaire de sommet x appartiendra au lieu 
dont il s'agit; c'est-ä-dire que ce lieu coupe la Hessienne suivant la 
courbe correspondante ä l'intersection de la Steinerienne avec S. 
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Si S est ie Systeme de deux plnns, le lieu considere devient evi- 
demment la surface polaire mixte de ces plans (45.)- 

65. Cherchons Io lieu d'un point tel que sa quadrique po- 
laire, par rapport a la surface fundamentale F., passe par les 
sommets d'un tetraedre conjugue äla quadrique polaire du meme 
point, par rapport ä la Hessienne. Soit G une droite arbitraire; x un 
point de G. Le lieu des poles des quadriques polaires relatives ä F„, cir- 
conscrites ä des letraedres conjugues a la quadrique polaire du point x par 
rapport ä la Hessienne, coupe la droite G en n— 2 points x (63.). Reci- 
pruquement, si une quadrique polaire relative ä la Hessienne doit etre conjuguee 
ä un tetraedre inscrit ä la quadrique polaire d'un point x, par rapport a F. 
(c'esl-ä-dire, si la premiere quadrique doit etre inscrite ä un tetraedre con- 
jugue ä lautre), le lieu sera (64.) une surface d'ordre 3[4(i»-2)-2], qui 
coupera G en autant de points x. Celle droite contient donc »— 2+1 2(»— 2)— 6 
colncidences de x avec x; en d'autres lermes, le lieu demande est une sur- 
face d'ordre 13»-32. 

Consideranl les points communs ä cette surface et a la Hessienne, 
nous pouvons ajouter que le lieu d T un point (sur la Hessienne) dont le cone 
polaire est circonscrit ä un triedre conjugue ä la quadrique polaire du 
möm< point, par rapport a la Hessienne, est une courbe gaache de l'ordre 
4(»-2)(13i»-32). 

66. Pareillement, on trouve que le lieu d'un point tel que sa 
quadrique polaire par rapport ä F n soit inscrite ä un tetraedre 
conjugue ä la quadrique polaire du meme point par rapport ä la 
Hessienne, est une surface Tde l'ordre 4(i»-2)-2+3(»-2) = 7«— 16. 

Cette surface coupera ia Hessienne suivant une courbe, chaque point 
de laquelle sera le pole (relativement a F.) d'un cone quadrique ayant son 
sommel sur la quadrique polaire du meme point par rapport ä la Hessienne. 
Dono, le lieu d'un point (sur la Hessienne) dont la quadrique 
polaire par rapport ä la Hessienne, passe par le point cor- 
respondant de la Steiner ienne, est une courbe gauche d'ordre 
4(n— 2)(7n— 16), situee dans la surface T. Cette courbe passe deux fois 
par les 10:« 2 ' points doubles de la Hessienne, car chacun de ces points 
a un nombre infini de points correspondants sur une droite (56.) qui coupera 
deux fois la quadrique polaire de ce point, relative ä la Hessienne. 

Quel est le lieu d'un point, le plan polaire duquel par rap- 

JonrnaJ für M«tbrm»tik Bd. LXVII1. Heft I. 6 
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port ä la Hcssienne est tangent ä la quadrique polaire du meme 
point rela Uvemenl ä F n t Soit G une droite arbilraire; x un point de G; 
X le plan polaire de x par rapport ä la Hessienne. Les quadriques polaires 
relatives ä F., qui touchent le plan X, ont leurs poles dans la surface po- 
laire (pure) de ce plan (47.), qui coupera G en 3i> — 2) points x. Reci- 
proquement, si une surface polaire doil passer par x, le plan correspondant 
sera tangent h la quadrique polaire de x ; or, les poles (relatifs a la Hessienne) 
des plans tangents d'une surface quadrique, se trouvenl sur une surface (16.) 
d'ordre 2(4(« — 2) — 1). qui coupera G en autant de points x; donc G eon— 
tiendra 3(n — 2) -f-8(« — 2) — 2 colncidences de x avec x', el par suite le Heu 
demande est une surface 6> d'ordre lln — 24. 

ün point x de la surface T (66.) est le sommet d un tetraedre cir- 
conscrit ä la quadrique polaire (de x) par rapport ä F„ el conjugue a la 
quadrique polaire (du meme point) relative ä la Hessienne, pourvu que ce 
point x soit situe sur la polaire reeiproque de la premiere quadrique par 
rapport ä l'autre; auquel cas le plan polaire de x par rapport ä la Hessienne 
est tangent ä la quadrique polaire du meme point par rapport a F n ; c'est-ä- 
dire que, dans cette hypothese, x est aussi un point de 0. Donc le lieu 
d'un point qui soit un sommet d un tetraedre circonscrit et con- 
jugue resp. aux quadriques polaires du meme point par rapportä F m 
et ä la Hessienne, est une courbe gauche d'ordre (1 1»— 24)(7i»— 16), 
intersection des surfaces 0 et T. 

68. Quel est le lieu d'un point tel que son plan polaire par 
rapport ä la Hessienne soit conjugue ä un plan donne E, par rap- 
port ä la quadrique polaire du meme point relative ä F.? Si x 
est un point dune droite 0, et X le plan polaire de x par rapport ä la 
Hessienne; le lieu des poles des quadriques polaires (relatives ä F.), pour 
lesquelles E et X sont deux plans conjugues (47.), coupera G en 3(w 2 points 
x. Reciproquement, si // est le pole du plan E par rapport ä la quadrique po- 
laire d'un point x, relative ä la surface fondamentale, la premiere polaire 
de y par rapport ä la Hessienne coupera G en 4(n— 2) — 1 points x. La 
droite G contiendra donc 3(« — 2) H- 4 (» — 2) — 1 colneidences de x avec x, 
c'est-ä-dire que le lieu cherche est une surface X K d'ordre 7»— 15. 

Si x est un point de la Hessienne, dont le cone polaire ait son 
sommet sur le plan donne, ou sur le plan polaire de x par rapport ä la 
Hessienne, ce point x appartiendra au lieu Z s ; car, comme le plan passant 
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par le sommet a un nombre intim de poles (sur la droite poiaire da plan, 
relative an cone), il est conjugue ä tout autre plan quelconque. Le premier 
cas a Heu pour les poles des cones polaires, dont les sommels appartiennent 
ä la courbe d'intersection de la Steinerienne avec le plan E; donc, le licu 
2 K passe par la courbe gauche d'ordre 6(»-2j ? qui correspond 
ä la section plane E de la Steinerienne*). 

On verifie la seconde hypothese, si le plan tangenl en x ä la Hessienne 
passe par le sommet x du cone poiaire; auquel cas le point x appartient aussi 
evidemment ä la surface 0 (67.). Donc le Heu Z K> quel que soit le plan E, 
passe par la courbe commune a ö et ä la Hessienne **). Cette courbe est 
de l'ordre 4(»-2)(7«-15)-6(«-2) , = 2(ii-2(ll»-24), nombre qui est 
la moilie du produil des ordres de 6> et de la Hessienne; donc, ces deux 
surfaces se toucbent (partout oü elles se rencontrent) suivant 
une courbe gauche d'ordre 2(n — 2) (1 1« — 24), Heu d'un point dont 
le plan poiaire par rapport ü la Hessienne passe par le point 
correspondant de la Steinerienne. 

Toutes ces surfaces 2 d'ordre 7» — 15, passant par une meine courbe 
gauche d'ordre 2 {»-2) (11» -24), forment un Systeme Hneaire. En effel, 
si a, b, c sont trois points donnes arbitraireroent dans lespace; A, B, C 
les plans polaires de a, 6, c par rapport ä la Hessienne; et a, b', c les 
poles des plans A, B, C, par rapport aux quadriques polaires de a, b, c re- 
latives ä F mi le plan E ^ ab'c determinera la surface (unique) 2 qui passe 
par a, b, c. 

69. On demande le lieu d'un point tel que la droite com- 
mune ä un plan donne E et au plan poiaire dece point par rapport 
a la Hessienne soit tangente ä la quadrique poiaire du meine 
point par rapport ä la surface fondam entale. Pour resoudre cette 
question, prenons un point x sur une droite quelconque G; le plan poiaire 
de x relatif ä la Hessienne coupera E suivant une certaine droite; et )e 

*) Le lieu 2b et la surface poiaire (pure) du plau £ se coupent suivant une 
autre courbe gauche d'ordre 3(n— 2X&n— 11), qui est Evidemment le lieu d'un point 
tel que sa quadrique poiaire par rapport ä F. touche le plan E, et que le plan poiaire 
du raßme point par rapport ä la Hessienne passe par le point de contact. 

**) Tout point commun ä O et ä la Hessienne appartient aussi ä £, car si 
le plan poiaire relatif ä la Hessienne doit toucher le cone poiaire, il passera par le 
sommet de celui-ci. Dans le cas de n = 3, la courbe commune ä 0 et a la Hessienne 
est la courbe correspondante a la courbe parabolique. 

6* 
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lieu des poles des quadriques polaires, relatives ä F n , qui sont tangentes ä 
cetle droit i'. coupera G en 2(n — 2) points x (48.). Reciproquement, la qua- 
drique polaire (par rapport ä F.) d'un point x est coupee par le plan E 
suivant une conique, qui a 2(4« — 9) tangentes communes avec la section 
faite par ce m£nie plan dans l'enveloppe (de classe 4(w — 2) — 1 ...(14.)) des 
plans polaires des points de G, par rapport ä la Hessienne. Le lieu demande 
est donc une surface Z B d'ordre 2 (n - 2) + 2 (4n - 9) = 2(5»— 1 1 

La surface & et la surface Z K , relative au plan donne E (68.), ayant 
en comroun une courbe d ordre 2(»-2)(1l»- 24), se couperont suivant une 
aulre courbe gauche d'ordre 

(7«-l5),11»-24)-2(»-2)(tlfi-24) = (5«-ll)(li»-24). 
Chaque point x de cette courbe sera tel que son plan polaire par rapport 
ä la Hessienne toucbera la quadrique polaire du nieme point par rapport ä F m 
(67.), et que le plan susdit sera conjugue ä E par rapport ä la nieme quadrique 
(68.); donc. E passe par le point oü le plan polaire toucbe la quadrique, et 
des lors l'inlersection de E par le plan polaire est une droite tangente ä la 
quadrique. 11 en suit que x sera un point du lieu Z . Le meme raisonnement 
prouve que tout point de la courbe d'ordre 3(b- 2 ; (5it— 11), commune a la 
surface polaire (pure) du plan E et au lieu 2 E , appartient aussi ä Z B . Donc, 
cette surface Z B coupe 2 B suivant une courbe d'ordre (5« — 1 1 ) ( 1 1» — 24) 
situee sur 0, et suivant une autre courbe d'ordre 3(«-2j(5«-ll) situee 
sur la surface polaire (pure) du plan E. 

Or, on voit sans peine que, d'apres les definitions de ces lieux, tout 
point commun ä Z B et a 6, et tout point commun ä Z B et ä la surface po- 
laire de E, appartieiinent uecessairement ä J£ B ; donc la surface Z R est 
touchee par la surface Q suivant la courbe gauche d'ordre 
(5n— ll)(lli»— 24), et par la surface polaire pure du plan E sui- 
vant la courbe gauche d'ordre 3(n— 2)(5a — 11); et ces courbes de 
contact sont placees ensemblo sur la surface £ g *). 

70. On demande le lieu d'un point tel que son plan polaire 
par rapport ä la Hessienne coupe la quadrique polaire du meme 
point, relative ä F m , et deux plans donnes E, E, suivant une co- 



*) 1) resulte de Ik que l'ensemble du la Hessienne, de Zg et dune surlace 
arbitraire 0 d'ordre in — 9 peut §trc engende an moyen de deux faUceaux pro- 
jectifs (e,2 B <I>,...) d'ordre Un-24 et (£g,Sg0, ...) d'ördre 7«— 15: ofl Sg d^ipne 
la surface polaire pure da plan E. 



Digitized by Google 



Cremona, memoire de giometrie pure sur le* turfacts du Iroaieme ordre. J5 



nique et deux droites conjuguees a celle-ci. Soit x un point d'uue 
droite arbilraire G; X le plan polaire de x par rapport ä In Hessienne: le 
lieu des poles des quadriques polaires (relatives a F m ) qui cnupenl ce plan E suivant 
des coniques conjuguees aux droites XE, XE\ est )a surface polaire mixte de 
ces droites (48.), qui coupera G en 2(*~2) points x. Reciproquemonl, soit 
Q la quadrique polaire d'un point x par rapport ä F m ; on sait que los plans 
qui coupenl la quadrique Q et les plans donnes E, E' suivant une conique 
et deux droites conjuguees , enveloppent une autre surface quadrique. Cello 
surface et l'enveloppe des plans polaires des points de G, par rapport a la 
Hessienne, ont 2(4(« — 2) — 1) plans tangents communs, auxquels correspou- 
dronl autanl de poles x sur G. Le lieu demande est donc une surface 
1 RE . d'ordre 2(» -2)+ 2(4»-9) = 2(5»- 11). 

Toul point x commun ä 0 et au lieu Z R (69.) est tel que son plan 
polaire par rapport ä la Hessienne coupe la quadrique polaire de x relative 
ä F. et le plan E suivant trois droites passant par un seul et meme poinl. 
La derniere de ces droites a un nombre intim de poles (en ligne droite) 
par rapport ä la conique formee par les deux premieres droites, d'oü il suil 
que, relativement ä cette conique, la derniere droite est conjuguee a toute 
droite tracee dans le dit plan polaire de x; donc x est aussi un point du lieu 
Zkh-. C'est-a-dire que ce lieu passe par les deux courbes gauches 
d'ordre (5»-ll j(ll«-24), suivant lesquelles la surface 0 est 
touchee par les lieux Z B et * m . 

71. On demande le lieu d'un poinl tel que ses plans polaires par 
rapport ä F m et ä la Hessienne, et sa quadrique polaire par rapport 
ä F. aient un point commun sur un plan donne E. Soit x un point 
d'une droite arbilraire G; la droite commune aux plans polaires de x ren- 
contre E en un point //. et les quadriques polaires relatives ä F. qui passent 
par y ont leurs poles sur la deuxieme polaire de ce point, laquelle coupera 
G en ii — 2 points x. Reciproquement, la quadrique polaire d'un point x 
ipar rapport ä F, coupera le plan E suivant une certaine conique &. Or, 
il y a sur G 10 (m — 2j points x, dont chacuu a la propriete que ses plans 
polaires, relatifs ä F, et ä la Hessienne, se renconlrent sur 4?*); donc. le 
lieu demande est une surface d'ordre 1 1 (« — 2). 



*) Par un point quelconque i d'unc droite Ä on peut mener denx premifere» po- 
UireB relative» k F m , \e* pole» Jesquelle» »ont le» interaeotion» de * avec le plao 
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Quel que soit le plan E, cetle surface passe par les 2(»— 2) poinis 
a oü la Hessienne est touchee par une droit»- a situee dans la surface fon- 
damentale (60.); car les plans polaires el ia quadrique polaire de o passent 
ensemble par la droite a et des lors ont on point commuii avec tout plan donne 



Chapltre cinquieme. 

Application des proprietes generales a une surface fondamentale 

du troisieme ordre. 

72. La surface fondamentale sera desormais une surface F s du troisieme 
ordre, tout ä fait generale, c'est-ä-dire sans points et lignes multiples. Les 
theoremes demontres precedemmenl conliennent dejä un grand nombre de 
proprietes des surfaces cubiques; mais nous ne nous arrelerons pas ä donner 
les enonces particuliers. Nous nous proposons seuleraent de developper ce 
qu'il y a de special et de caracteristique a la surface du troisieme ordre. 

La premiere polaire elant, dans le cas actuel, la quadrique polaire, la 
surface Hessienne et 1« Steinerienne colncident en une Beule et 
meme surface du quatrieme ordre et de la seisieme classe (52 ,54 ). 
Les points de cette surface se correspondent deux ä deux; o et o' 
etant denx points correspondants, chacnn d'eux est le sommet 
d'un cone quadrique polaire dont Tautre est le pole; et en 
chacun de ces points la Hessienne a pour plan tangent le plan 
polaire de Tautre. Ces memes points sont conjugues par rapport ä toutes 
les quadriques polaires (37.). 

73. La deuxieme polaire mixte de deux points a, b devient un plan. 
Heu d'un tel point, que par rapport ä sa quadrique polaire les points <z, b 
sont conjugues (49.). Si Ton se donne un des points a, b, et leur plan 

polaire de i; et les premiercs polaires de ces poles, par rapport ä la Hesaienue, 
couperont R en 2(4n — 9) points i'. R£ciproquement, par un point r on peut faire passer 
deux premi&re8 polaires relatives a la Hessienne, dont les poles sont les intersections 
de St avec le plan polaire de t* (relatif ä la Hessienne). Les premiercs polaires de 
ces poles, par rapport ä F., couperont R en 2(n — 1) points i. Donc il y aura, sur 
R, 2(4» -9) + 2 (»-!) = 10(n-2) coincidences de i avec »', q. d. e. 
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polaire mixte, on trouve l'autre point de la roaniere suivante: les quadriques po- 
laires des points du plan donne formenl im reseau, et les plans polaires de a par 
rapport ä ces surfaces passent par un meme point 6, qui sera le point chcrche. 

Si a est fixe, et que le plan polaire mixte tourne autour d'une droile 
donnee G, le point 6 decrira une droite G', intersection des plans polaires 
de a par rapport aux quadriques polaires des points de G. Or, G' coupe la 
Hessienue en qualre poinls, donc les plans polaires d'un point donne 
« par rapport aux cones polaires enveloppent une surface de la 
quatrieme classe. Si a est un point de la Hessienne. le plan polaire 
mixte passe toujours par a (sommet du cone polaire de o); donc, dans ce 
cas, les plans polaires de a par rapport aux cones polaires enveloppent un 
cone de la quatrieme classe. 

Si a est donne arbilrairement dans l'espace, et b est variable dans 
un plan fixe E, le plan polaire mixte passe toujours par un point fixe e: le 
pole de E par rapport ä la quadrique polaire de a. Donc, si b decrit la 
courbe d 'intersection de la Hessienne avec le plan E, le plan polaire mixte 
enveloppe un cone de sommet e, de la quatrieme classe (circonscrit ä la sur- 
face qu'on oblient lorsque b parcourt la Hessienne); c'est-ä-dire que les 
plans polaires d'un point fixe, par rapport ä tous les cones po- 
laires donl les sommets sont dans un meme plan, enveloppent 
un cone de la quatrieme classe. 

74. Ce que nous avons uomme en general surface polaire mixte de 
deux droiles G, G 1 devient une quadrique (un hyperboloide); et puisque, 
dans le cas acluel, la courbe polaire d'une droite par rapport a une preraiere 
polaire (3.) devient la droite reciproque de la droite donnee par rapport ä une 
surface quadrique-, il s'ensuit que l'hyperbololde polaire des deux 
droites G, G' est le Heu des droiles reciproques de chacune de 
ces droites par rapport aux quadriques polaires des points de 
l'autre, on bien le lieu d'un point tel que la reciproque de l'une des droites 
donnees par rapport a la quadrique polaire de ce point, rencontre l'autre 
droite donnee. 

Si i est un point variable en G, et a, b deux poinls fixes sur G', Hy- 
perboloide polaire est engendre (48.) par deux faisceaux projectifs, dans 
lesquels le plan polaire mixte de a, i correspond au plan polaire mixte de 
b, i. Or, les points a, b peuvent etre remplaces par deux autres points quel- 
conques de G'; l'hyperbololde polaire de deux droiles est donc 
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aussi l'enveloppe du plan polaire mixte de deux points variables 
sur les droites donnees, resp. 

75. Si G, 6" colncident, nous aurons la surface polaire pare d'une 
drohe G, qui sera un cone du second ordre (14., 48.), dont le somniet 
est le pole de la quadrique polaire qui passe par G, et dont ies generalrices 
sont les droites reciproques de G par rapport aux quadriques polaires des points 
de G. Ce cone est l'enveloppe des plans polaires des points de G, 
et par consequent il est aussi le Heu des poles des quadriques polaires tan- 
gentes ä G. Nous donnerons ä cette surface le nom de cone polaire de la droite G, 
qu'il ne faul pas confondre avec le cone polaire d'un point de la Hessienne. 

76. La surface polaire mixte de deux plans E, E' est du 
troisieme ordre (47.;; eile est le lieu des poles d'un plan par rap- 
port aux quadriques polaires des points de l'autre plan, ou bien 
(ce qui revient au meme) le lieu du pole d'une quadrique polaire, 
par rapport ä laquelle les plans E, E 1 sont conjugues. 

Le lieu des poles d'un plan E par rapport aux quadriques 
polaires des points d'une droite G (30.) est une cubique (courbe 
du troisieme ordre) gauche, qui se trouve sur l'hyperbololde polaire de G 
et d'une autre droite situee dans E, et aussi sur la surface polaire mixte 
de E et d'un autre plan passant par G (51.). D'oü il suit que l'hyperboloide 
polaire de deux droites G , G', si G est fixe et G' variable dans un plan E, 
engendre un reseau de surfaces passant par une cubique gauche fixe. 

77. Si les plans E, E' colncident, on a la surface polaire pure 
d'un plan E, qui sera l'enveloppe des cones polaires des droites situees 
dans le plan dornte (48 ), et aussi le lieu des poles du plan par rapport aux 
quadriques polaires des points de ce möme plan (47.). Cette deuxieme defi- 
nition revient a dire que cette surface est le lieu d'un point dont la quadrique 
polaire est tangente au plan donne; donc (15., 51.) la meme surface se con- 
fond avec l'enveloppe des plans polaires des points du plan donne. 
Elle est du troisieme ordre, de la quatrieme classe, et a quatre points doubles, 
silues dans les cones polaires et dans les hyperbololdes polaires de toutes les 
droites du plan donne *). 



*) Si un point est & diatancc infinie, son plan polaire est un plan diametral de 
la surface fondamentale. L'enveloppe des plans diame'traux est donc la sur- 
face polaire pure du plan ä l'infini. Cette surface est inscrite dans la deVe- 
loppable circonscrite a F. suivant la section a l'infini (15.). 
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Soit a un poinl de cetle surface; la quadrique polaire de a etant 
tangcnte au plan /•:, coupera ce plan suivant deux droites croisees au point 
de contact o'. Les plans polaires des poinls de ces droites doivent passer 
par a, et toucher ailleurs la surface; un poinl quelconque de celte sur- 
face est donc le sommet de deux cones quadriques circonscrits 
ä la surface (ils sont les cones polaires de deux droites croisees en a). Le 
plan polaire de a est tangent ä la surface en a. 

Si a est Tun des points doubles de la surface, les deux cones tan- 
gents doivent colncider; et par suite la quadrique polaire de a coupera E 
suivant deux droites colncidentes. Parmi les quadriques polaires tan- 
gentes ä un plan E il y a donc quatre cones; leurs poies (qui appar- 
tiendront aossi u la Hessienne) sont les points doubles de la surface 
polaire pure du plan. 

Cette surface est la reeiproque de la surface Romaine de Steiner *). 

78. Si un plan E est fixe et qu'un autre plan E' soit mobile autour 
d'une droite G, la surface polaire mixte des plans E, E' engendre un faiscoau ; 
en effet, si cetle surface doit passer par un point donne x, le plan E' passera 
par le pole de E relatif ä la premiere polaire de x. La base du faisceau 
est composee d'une courbe gauche du sixietne ordre (lieu des points doubles 
des quadriques polaires des points du plan fixe) et d'une eubique gauche (lieu 
des poles du plan fixe par rapport aux quadriques polaires des points de la 
droite donnee) (47., 76.). 

La surface polaire mixte des deux plans E, E' et leurs surfaces po- 
laires pures sont touchees ensemble (51.) par le cone polaire de la droite 
EE' en quatre points de la Hessienne (correspondants aux intersections de 
cette surface avec la droite EE'), et passent par les dix points doubles de la 
Hessienne (47.). Ces points elant equivalenls a 4.4 + 10 intersections, les 
trois surfaces nommees, qui sont du troisieme ordre, auront un autre et 
stml point commun: c'est le pole de la quadrique polaire qui passe par la 
droite EE. 



*) [Voir le» Monatsberichte de la r. Acad. de Berlin (juillet et novembre 1863), 
et le torae LXIII de cc journal, p. 315.] 
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C'hapltre slileme. 

Proprietes de la surface Hessienne d'une surface fondamentale 

du troisieme ordre. 

79. Les plans polaires qui passent par un point donne p ont leurs 
poles sur la quadrique polaire de p. Si ces plans doivent toucher la Hes- 
sienne, les poles seront distribues sur la courbe du huilieme ordre, intersection 
de la Hessienne avec la polaire quadrique de p (72.). Les points de contact 
forment une courbe du douzieme ordre, intersection de la Hessienne avec la 
premiere polaire de p par rapport a la Hessienne. Ces deux courbe» du 
huilieme et du douzieme ordre sonl donc correspondantes (57.). 

80. Considerons les droites qui passent par p et qui touchent la 
Hessienne. Aux droites qui passent par p correspond un reseau *) de courbes 
gauches du quatrieme ordre (3.) situees sur une surface S du second ordre (la 
quadrique polaire de p). Chacune de ces courbes gauches resulte de l'interseclion 
de S par une autre quadrique polaire, et par suite (79.) les points doubles de 
ces courbes (points de contact enlre S et les aulres quadriques polaires) 
seront situes dans la courbe C du huilieme ordre, intersection de la Hes- 
sienne avec S. Aux courbes du reseau, qui forment un faisceau, correspon- 
dent des droites par p, situees dans un plan; or, dans ce faisceau il y a 
douze courbes avec point double *•); c'est-ä-dire que les droites par p, 
auxquelles correspondent des courbes gauches du quatrieme 
ordre avec point double, forment un cone - du douzieme ordre. 
A un point quelconque o de la courbe C correspond une generatrice de — , 
qui joint p au point o' qui, dans la Hessienne, correspond a o. Le lieu des 
points o est donc une courbe C du douzieme ordre (79.). Le plan polaire 
de o passe par p et touche la Hessienne (72.) en o, et, par suite, il con- 
tient la droile tangente a C en o ; donc, ce plan est langent au cone — sui- 
vant la drohe po'. Cest-ä-dire que le cone 2 est circonscrit ä la Hes- 
sienne suivant la courbe C. 

La quadrique polaire d un point quelconque coupe C en seize points: 
de lä resulte que 2 (et par suite la Hessienne) est de la seizieme classe (54). 

*) Un tel r&eau resulte des intersection« de S avec un reseau d'autres surface» 
quadriques polaires. 

**) Car, dans un faisceau de quadriques, il y a douze surfaces tangentea ft S (33). 
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Si Ton considere une droite G passant par p, comme inlersection de 
deux plans tangenls da cone 2, chacun de ces plans aura un pole sur C, 
et la courbe gauche (du reseau sur S) qui passe par ces deux poles sera la 
correspondante de G. Si les deux poles colneident, la courbe gauche devient 
taugente a C; d'oü il suit qu'aux droites traeees sur le cone -2" et dans ses 
plans stationnaires, correspondent des courbes gauches (du reseau sur S) tan- 
gentes ä C. 

81. Les points oü la Hessienne est osculee par des droiles issues de 
p . sont les intersections de cette surface avec la premiere et la deuxieme 
polaire de p, par rapport a la meme surface. Ainsi, parmi les courbes gauches 
du reseau en S il y a en a 4.3.2 = 24 qui ont un point de rebroussement. 

Ainsi le cone 2 est du 12' ordre et de la 16" classe, et a 24 gene- 
ratrices stationnaires; il aura donc (ä cause des formules de Pli"ckeb) 22 ge- 
neratrices doubles. Parmi ces generatrices doubles, dix sont dues aux points 
doubles de la Hessienne et correspondent a des courbes du reseau composees 
de deux coniques (chaque point double a, en effet, pour quadrique polaire 
une couple de plans (56.)); les autres dotize generatrices doubles correspon- 
dront a autant de courbes du reseau composees d'une eubique gauche et 
d une droite. 

Pour demontrer cette asserlion. considerons le reseau de courbes 
gauches du quatrieme ordre sur la surface quadrique S, ot, ä cause de brievete, 
nommons generatrices et direclrices les droites des deux systemes qui existent 
sur cette surface. Soieut /.. M, N trois generatrices de S; une courbe quel- 
conque du quatrieme ordre qui soit tracee sur S coupe en deux points cha- 
cune de ces droites; et si trois de ces points (un sur chaque droite) tombent 
en ligne droite, la courbe se decompose en deux parties. une eubique gauche et 
une droite (direclrice). Si / est un point quelconque de L, la direclrice qui 
passe par / coupera M, N en deux points m, n, et la courbe du reseau qui 
passe par im, n rencontrera L en deux points t. Reciproquement, si t est un 
point quelconque de L, les courbes du reseau qui passent par /" forment un 
faisceau eL, par suite, determinent sur M et N deux involutions (quadraliques) 
projectives. Si une courbe du faisceau coupe M en mm' et V en un, le lieu 
des droites analogues ä mn, mn, m'n, mV est une surface du quatrieme ordre 
(pour laquelle M et N sont des droites doubles), qui coupera L en qualre 
points /. II y aura donc, en L, six colncidences de / avec ( , c'est-a-dire 
quil y a six courbes du reseau, dont chacune est composee dune eubique 

7* 
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gauche et d'une droite direclrice. Analoguement, il y aura six autres cour- 
bes composees d'une cubique gaucbe et d'une generalrice. 

Ainsi, dansun reseau de courbes gauches de quatrieme ordre, 
tracees sur une surface quadrique, il y a: 1°. douze courbes com- 
posees d'une cubique gauche et d'une droite; 2". dix courbes com- 
posees de deux coniques; 3". vingt-quatre courbes avec rebrous- 
sement. 

82. Si p est un point de la Hessienne, le cone est du 10' ordre 
et de la 16' classe, avec 10 generatrices doubles (dirigees aux points dou- 
bles de la Hessienne) et 18 generatrices slationnaires. C'est-ä-dire que 
dans un reseau de courbes gauches du quatrieme ordre tracees 
sur un cone (quadrique polaire de p) il y en a: 1°. dix composees 
de deux coniques; 2". dix-buit avec rebroussement ; 3°. six com- 
posees d'une droite et d'une cubique gauche (correspondantes aux 
six droites qui touchent la Hessienne en p et ailleurs (?.)); 4°. deux avec 
rebroussement au sommet du cone: celles-ci correspondent aux deux 
droites qui osculent la Hessienne en p. 

83. Si p est un point double de la Hessienne, cette surface est touchee 
en p par un nombre infini de plans, dont l'enveloppe est un cone quadrique; 
la premiere polaire de p aura donc un nombre infini de points doubles en ligne 
droite, c'est-ä-dire qu elle sera le Systeme de deux plans se coupant suivant une 
droite 7t, situee dans la Hessienne: ainsi qu'il resulte meine de la theorie 
generale (56.). Les points de cette droite seront les poles d'autant de cones 
avec le sommet p; ces cones forment donc un faisceau et passen! par quatre 
droites, dont le Systeme represente la courbe polaire de n. Dans ce fai- 
sceau il y a trois systemes de deux plans: ces trois systemes seront les qua- 
driques polaires de trois points speciaux de la droite n, doubles pour la 
Hessienne. Les dix points doubles p sont donc distribues, trois ä 
trois, sur les dix droites n; et celles-ci passent, trois a trois, 
par les dix points p. 

84. La Hessienne etant en general de la 16 r classe, n'a pas d'autres 
points doubles, outre les dix points p. Et de meme, eile ne contient pas 
d'autres droites, outre les dix droites n. En effet, les quatre intersections 
d'une droite 0 avec la Hessienne correspondent aux quatre cones qui passent 
par la courbe (du quatrieme ordre) polaire de G. Si G appartient entiere- 
raent ä la Hessienne, aux points, en nombre infini, de G correspondra un 
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nombre infini de cones forraant an faisceau et, par suite, ayant le meme 
sommet. Ce sommet sera un point double pour la Hessienne, car cette sur- 
face y serait touchee par les plans polaires de toas les poinls de G. 

Un point double p n'est pas, en general, situe sur sa droite cor- 
respondante n; si cela elait, la premicre polaire de p serait un cone avec 
le sommet p, et par suite ce point serait double pour la surface fondamentale. 

85. Soient o, o' deux points correspondants de la Hessienne; les cones 
polaires de o, o auront leurs sommets en o' , o resp. et se perceront entre 
eux suivant une courbe gauche du quatrieme ordre; et les deux autres cones 
quadriques passant par cette courbe seront les premieres polaires des points 
«, v oü la Hessienne est rencontree de nouvean par la droite oo'. Ces 
autres cones auront leurs sommets aux points u, c' qni correspondent ä «, v. 
Les points oo'wV sont donc les sommets du tetraedre conjugue aux quadriques 
passant par la courbe du quatrieme ordre, et par suite les plans o'«V, o«V 
sont les plans polaires de o, o resp. Cest pourquoi les plaus tangents 
ä la Hessienne en o, o' passeront par la droite tfV. 

Puisque les plans polaires de o, o' passent par u', t>', reciproquement 
les cones polaires de v' (dont les sommets sont tf, e) passeront par o. o'; 
donc, ils contiennent tout entiere la droite oo'w et se rencontreront de nou- 
veau suivant une cubique gauche. 

De ce que les cones polaires de «', v' passent par la droite oo', il 
s'ensuit que le cone polaire de cette droite aura son sommet (75.) en u et 
en e', c'est-ä-dire qu'il se röduira a la droite «V. Donc, les plans po- 
laires des points de oo' passent tous par la droite tfV. 

Les points ou la droite uv' rencontre la Hessienne sont les poles des 
quatre cones quadriques passant par la courbe du quatrieme ordre qui est la 
polaire de la droite consideree; or, cette courbe se decomposant en deux 
parlies (une droite et une cubique gauche) il n'y a que deux cones quadriques 
passant par ce Systeme; la droite «V est donc tangente ä la Hessienne 
en «' et ©'. 

Ainsi, toule droite joignant deux points correspondants de 
la Hessienne jouit de la propriete que les plans polaires de ses 
points passent par une droite fixe, qui est une tangente double 
de la meme surface. 

86. Si m et e colncident, cest-ä-dire, si la droite oo' est tangente 
ä la Hessienne (en un point u diuerent de o, o'), les plans polaires des 
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points de oo' passeront par une meme droite qui aura un contact du troisieme 
ordre (en «') avec la Hessienne. 

Si n et p colncident en un poinl double p, les points «', v deviennent 
indetermines sur la droite correspondante n (83.) ; or, les cones polaires de tous 
les points de celte droite devant passer (85.) par oo', il en suil que oo' est 
l'une des quatre droites qui formen! la courbe polaire de n (83). 

87. Si o est un poinl parabolique de la surface fondamentale. son 
cone polaire a le sommet au point correspondant o', passe par o et est touche 
suivanl oo' par le plan polaire de o (5.), savoir par le plan qui louche la 
Hessienne en o'. Le cone polaire de o' ayant son sommet en o, il s'ensuit 
que les cones polaires de ces deux points se couperont suivant une courbe 
gauche dont o sera un point double. L'un des points «, v colncide avec o'; 
Tautre soit v. La droite ov' (= *V) est donc (85.) tangente ä la Hessienne 
en o et Les plans qui toucbent la surface fondamentale et la Hessienne 
en o se coupent suivant ov', c'est-ä-dire que cette droite est tangente 
en o a la courbe parabolique (de la surface fondamentale). 

Soit tu le point oü la droite ov' rencontro de nouveau la surface 
fondamentale; la promiere polaire de tu passe par w et par oo', et par suite 
eile rencontre le plan ooV suivant deux droites, dont l'une est oo' et l'autre 
passe par tu. Ce point ü> est donc le point (unique) d'inflexion de 
la courbe du troisieme ordre (avec rebroussement en o), suivant 
laquelle la surface fondamentale est coupee par le plan station- 
naire oov *). 

88. Dans un plan arbitraire E, combien de droites y a-t-il, 
analogues ä oo' (joignant deux points correspondants de la Hes- 
sienne)? Le plan E coupe la Hessienne suivant une courbe du quatrieme 
ordre ä la quelle correspond (57.) la courbe (gauche du sixieme ordre) de 
contact entre la Hessienne et la surface polaire pure du plan E. Soit o Tun 
des points oü E rencontre cette derniere courbe; ce point, comme apparle- 
nant ä E, aura so» correspondant o' sur la courbe du sixieme ordre; et 
comme appartenant ä cette courbe, il aura son correspondant en E. D'oü 
il suit que les six points communs au plan E et ä la courbe gauche du 
sixieme ordre sont correspondants, deux a deux. Mais dun autre edle, deux 
points correspondants de la Hessienne sont conjugues par rapporl ä une qua- 



*) Et wd est la taDgento stationnaire. 
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drique polaire quelconque; donc, d'apres un theoreme connu (du ä M. Hesse), 
les six points dont il sagit sont les sommets dun quadrilatere complet; et 
les diagonales de celui-ci sont les seules droites analogues ä 
oo', contenues dans le plan donne E. Les droiles analogues ä «V (85.), 
qui correspondent aux droites oo du plan £, sont situees sur la surface polaire 
de E (et dans un meme plan tritangent de celle-ci), parce que les plans po- 
laires des points de E sont tangenls ä la surface polaire de ce plan 77 

89. Le quadrilatere considere est determine par les intersections de 
quatre quadriques polaires quelconques (n'appartenanl pas a un meme reseau) avec 
le plan E; on sait en effet que, quatre coniques etant donnees dans un plan, 
il y a un quadrilatere complet (unique) dont les diagonales sont renconlrees 
harmoniqueuient par chacune des coniques donnees*). 

Deux sommets opposes du quadrilatere etant conjugues par rapport 
aux coniques suivant lesquelles le plan E coupe les quadriques polaires de 
ses points, il s'ensuit que ce quadrilatere est inscrit ä la courbe du troisieme 
ordre, Jacobienne du reseau des coniques mentionnees et section de la sur- 
face polaire du plan E par ce meme plan. Or, les memes six points (sommets 
du quadrilatere) sont situes dans la courbe plane du quatrieme ordre commune 
ä E et a la l'Hessienne, qui est touchee par la surface polaire de ce plan dans 
tous les points de la courbe gauche du sixieme ordre; donc ces six points 
sont autant de points de contact entre les courbes suivant lesquelles E coupe 
sa surface polaire et la Hessienne. 

II suit de la que les cotes du quadrilatere rencontreront de nouveau 
la courbe plane du quatrieme ordre en quatre points alignes sur une droite 
G; et cette courbe plane appartiendra au faisceau determine par le Systeme 
des quatre droites formant le quadrilatere et par le Systeme de la courbe du 
troisieme ordre et de la droite G. Donc, si cette derniere courbe a un point 
double d. ce qui arrive lorsque le plan E est tangent en a ä la surface fon- 
damenlale **), la droite polaire de a par rapport ä la courbe plane du qua- 
trieme ordre viendra sc confondre avec la droite polaire du meine point par 
rapport au Systeme des quatre cötes du quadrilatere (la polaire harmonique 
de a par rapport au quadrilatere). 



*) [Mathem. Questions from tkc Educalioml Time* IV, London 1866, p. 1 10.] 

**) Si une eubique plane a un point double, tontes les coniques polaires passent 
par ce point, qui est, par suitc, double aussi pour la Jacobienne du röaeau de« polaires. 
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Mais (Tailleurs on sah que, si une cubique plane avec point dooble 
passe par )es sommels d'un quadrilatere complet, la droile qui Joint les trois 
points d'inflexion est la polaire harmonique du point double par rapport au 
quadrilatere; donc la droite polaire de a par rapport ä la courbe plane du 
quatrieme ordre passera par les points d'inflexion de la courbe du troisieme 
ordre, qui sont aussi les points d'inflexion de la section de la surface fonda- 
mentale par E. 

Ainsi: la droite, interseclion d'un plan tangent a la surface 
fondamentale avec le plan polaire du point de conlact par rap- 
port ä la Hessienne, passe par les trois points d'inflexion de la 
section faite par le plan tangent dans la surface fondamentale. 

Si le plan tangent est stationnaire, on retombe sur un theoreme dejä 
demontre (87.). 

90. Dans un plan quelconque E, combien y a-t-il de droites ana— 
Iogucs a »V (droites dont la courbe polaire soit le Systeme d'une droile oo' 
et d'une cubique gauche}? Les droites tracecs dans le plan E corrcspondent 
aux courbes gauches du quatrieme ordro passant par les huit poles du plan. 
On sait que ces huit poles sont tels que la cubique gauche decrite par six 
d'enlre eux renconlre deux fois lo droite qui joinl les deux autres. Or, huit 

7 8 

points combines par couples donnent -^- = 28 courbes du quatrieme ordre 

composees d'une droite et d'une cubique gauche. Le plan donne contient 
donc 28 droites analogues ä «V: elles sont d'ailleurs les 28 tangentes 
doubles de la section de la Hessienne par le plan E. 

Celle section est de la 12* classe et a 24 points d'inflexion; on re- 
trouve ainsi (80.) la propriete que dans un faisceau de courbes gauches du 
quatrieme ordre il y en a 12 avec point double; et de plus, on voit que 
parmi les courbes gauches de cet ordre, qui passenl par les huit 
inlersections de trois surfaces quadriques, il y en a 24 qui onl 
un rebroussement. 

91. Une droite quelconque G rencontre la Hessienne en quatre points 
abcd; soient a'b'c'd les points correspondants. Puisque a'b'c'd' sont les som- 
mels des quatre cones d'un meme faisceau de quadriques, le point a sera le 
pole du plan fcct par rapport aux cones polaires de b, c, d, c'est-ä-dire 
que b'c'd' est le plan polaire mixte des couples de points ab. a'c, ad: ou 
bien encore, b'c'd' est le plan polaire de chacun des points b, c, d par rap- 
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port au cone polaire de a. Or ce cone a pour sommet le point a ; le plan 
b'c'a* passe donc par a. 

Ainsi si aAcrfsontquatre points de la Hessienne en ligne drohe, 
les points correspondants db'c'd, sont les sommets d'un tetraedre 
dont les faces b'c'o*,c'd'd, da'b', a'b'c' passent par a, b, c, d resp. 

92. Toules les quadriques polaires passant par un point o forment un 
reseau; et il y en a une qui est tangente on o a un plan donne arbitraire- 
ment Cependant, si o est un point de la Hessienne (et d le point corre- 
spondant), tontes les premieres polaires passant par o y sont touchees (53.) 
par des plans passant par la droite od, et celles qui touchent en o un meine 
plan forment un faisceau et ont leurs poles sur une droite tangente ü la 
Hessienne en o\ Doü il s'ensuit que la droite od est la polaire du plan 
tangent ä la Hessienne en o par rapport au cone polaire de d, et aussi la 
polaire du plan tangent ä la merae surface en d par rapport au cone polaire 
de o. En d'autres termes: le plan tangent en o ä la Hessienne et le 
plan tangent en ce meme point ä une quadrique polaire quel- 
conque qui y passe, sont conjugues par rapport au cone po- 
laire de d. 

Reciproquement , toute droite tangente en d ä la Hessienne 
contient les poles d'un nombre iufini de quadriques polaires 
touchees en o par un seul et möme plan. 

93. Soit p un point double de la Hessienne et n la droite corre- 
spondante (83 ). Des que cbaque point de n correspond ä p, les plans po- 
laires de tous les points de jx seront tangents a la Hessienne en p (72.), 
c'est-ä-dire que le cone quadrique (osculateur), forme par les 
droites osculatrices a la Hessienne en p, est le cone polaire de 
la droite n. Ce cone contient les trois droites 77,77,71, (analogues ä n (83.)) 
qui passent par p, car toul point de ces droites est le pole d'un cone po- 
laire dont le sommet est Tun des trois points doubles />,p p. de la Hessienne, 
situes sur 77. 

94. Le plan polaire de p est tangent a la Hessienne tout le long 
de la droite 77 (56.) et, par suite, il coupera cetle surface suivant une co- 
nique C. De m&ne, le plan polaire de />, touchera la Hessienne suivant 77, ; 
or pi est un point de n; donc la Hessienne et le cone polaire de n 
sont touches le long des droites communes 77,, 77,,^ par les mömes 
plans (les plans polaires de p„ />,, p } ). 

Jonrnal fOr Mathematik Bd. LXVIU. Heft 1. 8 
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95. Le point p et un point quelconque de n sont deux points corre- 
spondanls de la Hcssienne; donc la droite qui joinl ces points est le lieu 
des poles dont les plana polaires passent par une meme droite, tangente 
double de la Hcssienne et situee dans le plan polaire de p (85.). L'un des 
points de contact est sur n; Fautre appartiendra ä la conique C. C'est-ä-dire 
qu'ä toute droite tracee par p dans le plan pn, et consideree comme droite 
od, correspond comme droite «V nnc tangente de C. Soient o le point oü 
la premiere droite rencontre n , et w le point oü la meine droite coupe de 
nouvenu la Hcssienne (les points o' et © sont colncidents en p)\ u et r les 
points oü la deuxieme droite tonche C et coupe n, resp. On voit que la 
conique C n pour courbe correspondnnte la eubique plane (lieu du point u) 
suivant laquelle le plan pn coupe la Hessienne. 

La droite «V est dans le plan polaire de o; or ce plan est tangent 
au cone polaire de n; donc ce cone est tonche par les droiles analogues ä 
mV; c'est-ä-dire que la conique C est la tracc du cone sur le plan po- 
laire de p. 

Ainsi le cone osculateur ä la Hessienne en un point double 
touche cette surface suivant trois droites, et la coupe en outre 
suivant une conique situee dans le plan polaire du point double. 

96. II y a d'autres proprietes du plan pn qui meritent d'etre re- 
marques. 

Le cone polaire de «' passe par p; de plus, le plan polaire de p par 
rnpport ä ce cone (savoir le plan tangent a ce cone suivant pu) est le plan 
polaire de u par rapport au cone polaire de p ,11), c'est-ä-dire, le plan 
p:i. Ce dernier plan est donc tangent aux cones polaires de tous les points 
de la conique C, et les generatrices de contact passent par p. 

Des que le plan pn touche en o les premieres polaires des poinls p 
et n, il touchera en ce meme point les premieres polaires de tous les poinls 
de la droite pu, et les coupera suivant des couples de droites en involution, 
dont les niyons doubles sonl op et n. Deux droites Ii, Ii' conjnguees dans 
rette involution apparliendronl ä une premiere polaire dont le pole soit q 
(point de pn')\ concevons un plan passant par q et par une tangente quel- 
conque w,ei de C. Les premieres polaires de e, passent ensemble ^85.) 
par la droite /;«, qui correspond ä ti,e, (de meme que pu ä uV); donc les 
points oü cette droite rencontre Ii. R' seront deux poles du plan qu\t\. 
C'est-ä-dire que les plans polaires des points des droites R, R' enveloppent 
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un seul et meme cone qC. Tous les cones analogues passent par la conique 
C; celle-ci represente donc, eile seule, lenveloppe des plans polaires des 
points du plan pn. Ce qu'on peul demontrer aussi de la maniere suivante. 

Le point double p a la propriete que loutes les quadriques polaires qui 
y passent, y sont touchees par un meine plan pn (92.1; d'oü il resulte que, 
si par p on lire les deux droites qui rencontrent, chacune deux Ibis, la courbe 
(gauche du quatrieme ordre polaire d'une droite quelconque T de 1'espace, 
ces deux transversales seront toujours comprises dans le plan pn, c'est-ä- 
dire que la courbe polaire d'une droile quelconque a toujours deux cordes 
issues de p et situees dans le plan pn. Soit pu l'une de ces cordes; chacun 
des points oü eile s'appuie sur la courbe gauche aura son plan polaire passant 
par T et par «V d'oü il resulte que T coupe «V) : tnais ces deux droites 
donnent un seul plan, donc les deux points oü pu traverse la courbe gauche 
sont les poles d un meme plan passant par T. Deux de ces plans polaires 
(relatifs aux deux droites pu) sont deterniines par les deux droites mV qu'on 
peut mener dans le plan de C, par la trace de T, ä toucher celte conique; 
donc, par une droite arbitraire T passent deux seuls plans ayanl des poles 
dans ie plan pn, et ces plans sont (angents ä C; en d'autrcs termes, cette 
conique est l enveloppe complet des plans polaires des points du 
plan pn. 

Un point quelconque du plan polaire de p appartient ä deux droites 
»V (tangentes de C). et par suile la quadrique polaire de ce point ptissera 
par les deux droites pu correspondautes (85.), cest-a-dire quelle sera lan- 
gente en p au plan pn. Le lieu des points dont les premieres po- 
laires touchent le plan pn est donc compose 1° du cone pC, dont les 
points ont leurs quadriques polaires tangentes au plan pn, nvec 
le point de contact sur la droile n; 2 . du plan polaire de p, dans 
lequel les points de la conique C sont les poles de cones polaires 
tangents au plan pn suivant des droites issues de p, tandis que 
les quadriques polaires des autres points du meine plan touchent 
le plan pn en p. 

II est evident, d'apres ce qui precede, que la courbe gauche du 
sixieme ordre qui en general (47.) est la courbe de contact entre la Hessienne 
et la surface polaire d'un plan, lorsque ce plan est pn, se reduit au Systeme 
des quatre droites nn t n 7 n } et de la conique C. 

97. Une droile menee arbitrairement par le point double p rencon- 

8» 
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trera la Hessienne en deux aalres points c, d; soient c' , d' les points corre- 
spondants. Les premieres polaires des points de la droite pcd passent par 
deux coniques situees dans deax plans qui forment la quadrique polaire de p 
et qui passent par n (83.) ; et dans le faisceau de ces premieres polaires, les 
points dont le plan polaire est constant par rapport ä cos surfaces, sont 
1° les points c, d 1 (sommets des cones du faisceau). dont les plans polaires 
relalifs aux quadriques du faisceau sont nd ', ne* resp. et 2° les points de n, 
dont les plans polaires relatifs aux nirmes quadriques passent par la droite 
cd'. Le plan nd 1 est donc le plan polaire mixte des points de', c'est-ä-dire 
qu'il est le plan polaire de d par rapport au cone polaire de c , dont le 
sommet est c. II resulte d'ici que le plan nd" passe par c; et analoguement 
le plan nc passera par d. 

En outre, si x est un point quelconque de n, le plan polaire de x 
par rapport au cone polaire de c passe par cd"; en d'autres termes, cd" est 
dans le plan polaire de c par rapport au cone polaire de x, dont le sommet 
est p. Donc les points pc d sont en ligne droite. Ainsi: 

Si une droite menee par le point double p rencontre la 
Hessienne en c, d, les points correspondants c, rf' sont aussi en 
ligne droite avec p; et les droites cd', cd se rencontrent sur 
In droite n. 

98. Ces conclusions subsistent möme si le point c tombe sur une droite 
une des droites de la Hessienne, dilferente de i (correspondante ä p) et 
de (qui passent par p), savoir correspondante ä un point double p> 

situe, par ex., sur n t . Alors, c devienl le point double p«. et d' est un 
point de In droite n,. Ce meme point d est le pole d'une premiere polaire 
avec le point double d; or, les points non-doubles de n t ont pour quadriques 
polaires des cones de sommet p t ; donc di est le troisieme point double /> 
situe sur n %t et par suite d tombe sur la droite n % . 

Si le point c est variable sur n 4 , les points c (ht /> 4 ) et dt (= p s ), 
situes tous les deux sur la droite fixe n l} reslent invariables; ainsi d ne 
sortira pas de n t . D oü il resulte que les droites 7 4 et ti 5 sont dans un 
meme plan passant par p Ce plan doit en outre couper la Hessienne stii- 
vant une ligne de second ordre avec un point doultle en p; cette ligne scra 
donc le Systeme de deux droites, qui necessuireinent se confondent avec 

71, et 71 y 

Le point commun aux droites n 4 et ?f & est le pole dune quadrique 
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polaire avec point double en />, et p-, , savoir d'une quadrique composee de 
deux plans passant par n x ; ainsi ce point commun ä n t et tt s sera p t (si- 
tae sur 7t). 

Les droites ;t,7Tj7? 4 ?t s forment donc un quadrilatere plan com- 
plet, dont les sommets sont six points doublos de la Hessienne. 
Deux sommets opposes sont des points correspondnnts, c'esl-ä-dire 
que chacun d'eux apparlient ä la droite correspondan te ä l'aulre. 

Quel est le nombre des plans analogues ä celui qui contient les qualre 
droites ti^ti«?^? P«r chacun des points p passent trois de ces plans, et 
chaque plan contient six points p: le nombre des plans est donc =s f>. 

Ou bien encore: deux tels plans passent par chaque droile n , et 

2 10 

chaque plan contient qualre droites le nombre des plans est donc -~ m 5. 

Ces cinq plans forment un pentatdre (decouvert la premiere 
fois par M. Sylvester) dont les sommets et les aretes sont les dix 
points p et les dix droites n resp. 

De ces cinq plans, trois passent par p et les deux autres par n; donc 
le sommet comtnun ä trois faces du pentaedre a pour droite correspondante 
finterseclion de deux autres faces. 

99. Lorsqu'on veul considerer le Systeme de ces cinq plans, il est 
convenable de les representer par les nombres /, 2, ä, 4, ö, de sorle que 
les dix sommets p (points doubles de la Hessienne) et les dix arötes op- 
posees resp. (droites n correspondantes) seront designees par 

123 124 125 134 135 145 234 235 245 345 

45 35 34 25 24 23 15 14 13 12. 

Un point queiconque de la droite 12 a pour quadrique polaire un 
cone conjugue au triedre (83.) forme par les plans 345; et de meme les 
cones polaires dont les poles soient pris arbitrairement sur les droites /•?, 
14, 15, sont conjugues aux triedres 245, 235, 234, resp. D'oü il s'en- 
suit que toutes les quadriques polaires du reseau determine par ces quatre 
cones, savoir les quadriques polaires de tous les points du plan / sont con- 
juguees ä un seul et meme telraedre, qui est forme par les plans 2345. 

Les plans 1, 2, 3, 4, 5 sont les seuls doues de cette pro- 
priete que les quadriques polaires de tous les points de chacun 
d'eux soient conjuguees ä un meme tetraedre (forme par les 
autres quatre plans : parce quon demonlre que, si les quadriques polaires 
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dun reseau sont conjuguees ä un seul et meme tetraedre, les areles de celui- 
ci sont situees dans Ia Hessienne. Gelte surface est, en effet, la Jacobienne 
(37.) du Systeme lineairc determine par le dit reseau et par une autre qua- 
drique polaire quelconque S (elrangcre au reseau). Or, si Ton prend sur 
l'une des areles du tetraedre un point u, et sur l'arete opposee le point o 
oü Celle— ti est coupcc par le plan pulaire de o par rapport ä S, les puints 
o, o' seront conjugues par rapport a toules les surfaces du Systeme, et par 
suite ils appartiendront ü la Hessienne. 

HR). Nous avons constate (85., 90.) que toule droile hitangente ä 
la Hessienne I la propriele d'elrc l'enveloppe des plans polaires des points 
d une aulre droite (qui Joint deux poinls correspondaula de la surl'are). Parmi 
les droites douees de celte propriele il y a les dix areles du pentaedre et 
les quinze diagonales de ses faces. Chaque arete, coniine 12, eorrespond ä 
un faiseenu de cones polaires (,83.) dont la base est le Systeme de qualre 
droites concouranl au point correspondant H4.1; et reciproquemenl (3.) les 
plans polaires des points de cbacune de ccs quatre droites passc- 
rout par la droile 12. Chaque diagonale, comnie [123\\/ *•'>;. eorrespond a 
un faisceau de quadriques polaires (qui ne sont pas cones) dont la base 
est le Systeme des quatre droites, inlerseclions des deux couples do plans qui 
forment les quadriques polaires des poinls 129 } 145; et reeiproquement, 
les plans polaires des poinls de ces quatre droites passeront tous 
par la diagonale consideree. 

101. Nous avons vu qu'a une droite quelconque ped passant par le 
point double p eorrespond une droite pc'tf (97.), et il resulte de ce qui pre- 
cede ,i'8.; que, si la droile ped tombe dans l'une des faces du triedre 
la droile pc'd' coincide avec l'arete opposee du meme triedre. Re- 
ciproquemenl, si /'<■(/ esl l'une des droites j^JijTTj, la droite pc'd' est indeter- 
minee parmi celles qui passeut par p et qui sont situees dans le plan des 
deux autres droiles n. 

Si ped coincide avec ped", cest-ä-dire si c, d sont deux points 
correspondants, ped sera v 86.) l'une des qualre droites par lesquelles passenl 
les coues polaires de sommet p. 

Si ped esl menee dans le plan pn , le poinl c coincide avec p, et 
par suite ped" est osculatrice ä la Hessienne en p; donc, si ped esl variable 
<: an! nur de p) dans le plan pn, la droite pc'd engendre le cone polaire de n. 
Et, pendant que c purcourt n t et d que decril une eubique plane avec un point 
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double en p, le point d' engendrera la coniquo C intersection du cone susdil 
avec la Hessienne (95.). Lorsque pcd est oscnlatrice a la Hessienne, c'est- 
ä-dire qu'elle touche en p une des branches de la cubique plane, le point 
d tombe en p et par suite d* en n; d'oü il resulte que les deux inlerseclions 
de la conique C avec la drohe i correspondenl aux deux points de la cubique 
plane, infiniment voisins de p. 

102. Si la droite pcd est variable dans un plan E (par p) la droile 
pcd engendrera un cone passant par Jt, , n,, 7?j, a cause des Irois droiles 
suivant lesquelles E coupe les faces du triedre ;7,^,.t 3 (101.). Ce cone est 
determine par deux autres generatrices, parce que deux droites passant par 
p determinenl le plan E. Les cones, qui de cette maniere correspondenl ä 
deux plans E, ont une seule generalrice commune ^oulre rr, . ?r„ n s \ 
qui e9t la droite pcd" correspondnnle ä finterseclion pcd des deux plans. 
Donc, ces cones correspondants aux plans E sont du second ordre. 

Ainsi nous avons une transformation de figures formees par 
des droites (et des plans et des cones) issues du point p. A une 
droite correspond une droite, a un plan correspond un cone qua- 
drique circonscrit au triedre ^,^j7i 3 , et reeiproquement. 

Des que les points cc', et de memo </</', sont conjuguees par rapport 
a toule quadrique polaire, les droites pcd, pc'd' seront conjuguees par 
rapport ü lous les cones polaires de sommet p. Ces cones forment 
un faisceau et passent par les quatre droiles qui correspondent ä elles-memes; 
et ces quatre droites forment un angle solide dont les droites diagonales sont 
»„ rr M ;t 3 (inlerseclions des conples de plans qui font parlie du faisceau et 
qui sont les quadriques polaires de p s ). Ainsi, le cone quadrique, 

circonscrit au triedre .t,/?,^, qui correspond ä un plan E est le 
lieu des droites polaires de ce plan par rapport aux cones du 
faisceau.. Par consequenl, ce cone coupe les plans 7T,ji , n s n i% 7i,n 2 sui- 
vant les droites conjuguees aux interseclions de ceux-ci avec E, par rapport 
aux couples de droiles n,n^ fj.-r,, n x n. resp.; le meine cone rencontre le 
plan E suivant deux droites correspondantes, dont chacune est une genera- 
lrice de conlaci enlre E et un cone du faisceau; les plans passant par rr, et 
resp. par deux droites correspondantes forment un Systeme harmonique avec 
les plans n,. 1 »,, tt,^; etc. 

103. Considerons un cone cubique (du troisieme ordre) passant par 
les six droites pp,, pp 2 , pp 3 , ti,, n,, ji,, et touche suivant le9 trois dernicres 
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par les plans polaires de />,, j> ? , p,*); soit pcd une generatrice de ce cone. 
Le plan Tic coupe la Hessienne et ce cone suivant deux cubiques ayanl scpt 
points com in uns, dont trois onl les memes tangentes; donc ces cubiques colncident 
ensemble. C'est-ä-dire que le cone cubique rencontre la Hessienne 
suivant une courbe plane (du troisieme ordre) dont le plan est nc, et, 
p:ir suite, suivant une autre courbe plane (du meme ordre), dont le 
plan sera ml. Chacun de ces deux plans suffit evidemment pour determiner 
(d'une maniere unique) le cone cubique et l'aulre plan; donc, ces couples 
de plans, contenant les courbes d'interseclion de la Hessienne 
avec les cones cubiques du faisceau dont il s'agit, forment une in- 
volotion, dont les plans doubles contiendront les courbes de contact entre 
la Hessienne et deux cones du faisceau. C'est-ä-dire que les tangentes 
qu'on peut mener ä la Hessienne, du point p, forment deux cones 
cubiques, et les courbes de contact sont dans d eux plans passant 
par 7i,' le Systeme de ces deux plans est donc la quadrique polaire du point 
p. Ainsi, la quadrique polaire de p est constituee par deux plans 
formant un Systeme harmonique avec les deux plans qui con- 
tiennent les deux cubiques planes appartenant ä un meme cone 
cubique du faisceau. 

Parmi les cones de ce faisceau il y a celui qui est forme par le plan 
pn avec le cone polaire de n; les plans des sections qui y correspondent 
sont le plan pn et le plan polaire de p. Un autre cone du meme faisceau 
est le triedre ji,j?,;t„ forme par les trois faces du pentaedre (98.) qui con- 
courent en p; les sections correspondantes» sont dans les deux autres faces 
du pentaedre (qui passent par n). et chacune d'elles est le Systeme de trois 
droites. D'oü Ton tire que les deux plans formant la quadrique po- 
laire de p, et les deux faces du pentaedre qui passent par n 
forment un Systeme harmonique. 

104. Les plans nc, nd passent respectivemenl par <t , c' (97.); donc, 
le cone cubique (du faisceau mentionne) qui passe par pcd passe aussi par 
pcd"; c'est-ä-dire que (102. J ce cone correspond ä lui-meme. On 
conclut d'ici et des proprietes connues des cubiques planes**) que les plans 

*) Les cone» enbiques analogue» forment un faisceau, car les conditions coin- 
munes sont äquivalentes ä neuf droites par lesquellea passent le Systeme de trois plans 
n t n l , n t n x , «,«, , et le systeme du plan pn et du coue polaire de la droite n. 

**) Onpeut, eneffet, considdrerle cone cubique comme Jacobienned'unr<?seau de cones 
quadriques (de sommet p) auquel appartieDne le faisceau des cones polaires des points de n. 
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tangenls ä notro conc suivant deux droites correspondantes pcd, pcd, se 
coupent suivant une generalrice du memo conc; que loul cone quadrique 
circonscrit au Iriedre coupe le cone cuhique suivant les Irois genera- 

trices de contact de ce cone avec un seul et memo cone de second ordre: 
et que ccs Irois generatrices forment un Iriedre donl les faces rencontrent le 
cone cubique suivant trois nouvelles droites situees dans le plan qui correspond 
au prcmier cone quadrique. Etc. etc. 

105. N'ous ferons mainlenant quelques remarques sur la surface polaire 
d'un plan quclconque E passant par le point double p. Ce point elant le 
sommet d'un nomhre infini de cones polaires, dont les poles sont les points 
de .1 , la surface polaire passera par ccttc droitc et sera touchee 
suivant celle-ci par le plan polaire de p. La meme surface passe en outre 
par p et y est touchee par le plan polaire du point i, oü E est rencontre 
par 7i. Parmi les cones polaires de sommet p, il y en a deux langents au 
plan E; donc (77.) la surface polaire a deux points doubles sur n. 

Les quadriques polaires passant par p rencontrent E suivant des co- 
niques touchees en p par une seule et meme droile pi (intersection des plans 
E et p.i). Un point quclconque de celle droile est double pour l'une de ces 
coniques, c*est-ä-dire qu'il est un point de contact entre E et une premiere 
polaire passant par p; toules les premieres polaires analogues passen! donc 
par la droite pi , et leurs poles seront silnes dans la droile, intersection des 
plans polaires de p et f. D'oü il derive que celte derniere droite ap- 
partient ä la surface polaire de E. 

Celte surface polaire est tangente ä la Hessienne suivant une courbe 
gauche du sixieme ordre (47.) qui, dans le cas acluel, se decompose en 
deux parlies. la droitc n et uno courbe gauche du cinquiemo ordre passant 
par p. Celte courbe, etant correspondante sur la Hessienne ä la section du 
plan E, forme conjoinlement avec les droites ^,n 3 ?r, Tinlersection complete 
de cetle snrface avec le cone quadrique qui correspond au plan E (102.). 
Ce demier cone coupera donc de nouveau la surface polaire de E suivant 
une droite. En eflel, des que le plan E passe par les points correspondanls 
p, i de la Hessienne, il touebera en i un faisceau de quadriques polaires (92.), 
dont les poles sont sur une droite passant ,par p et situee dans la surface 
polaire: et cette surface sera touchee suivant cetle droite par le plan polaire 
de i. La meme droite contiendra les deux autres points doubles de la surface, 
qui sont les poles de deux cones apparlenant au meme faisceau. C«s deux 
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cones auront donc leurs sommels (dans le plan £) sur une droite passant par 
p et correspondnnt ä la premiere droite. 

106. En appliquant ces considerations aux plans du penlaedre 12345 
v 99.), on voit que les areles du tetraedre 2345 forment la courbe du sixieme 
ordre (correspondante au quadrilatere des quatre droites 12, 13, 14, 15) 
suivant laquelle la Hessienne est touchee par la surface polaire du plan /, 
cette surface a donc les points 234, 235, 245, 345 (sommets du tetraedre) 
pour points doubles. Cette meme surface (etant la reciproquc de la surface 
Romaine) contient trois autres droites siluees dans un meme plan; ces droites 
serout (105.) les inlersections des plans polaires des couples de points 
{123, 145), [124, 135), (134, 125), sommels opposes du quadrilatere. 
Les memes droites forment un triangle a, b, <•, dont chaque sommet sera le pole 
d'une premiere polaire tangente au plan / el passant par deux couples de 
sommets opposes du quadrilatere; ainsi, les diagonales de ce quadrilatere, com- 
binees par couples, sont les inlersections du plan / avec les premieres polaires 
des points a,6,c,; c'esl-a-dire que les sommels a l fi t y l du triangle diagonal 
sout les poles du plan a o,c,. 

II correspond de meme au plan 2 un plan a x b c } , qui sera le plan 
polaire de chaque sommet du triangle <■ ^.y* forme par les diagonales du 
quadrilatere (21, 23, 24, 25); etc. pour les autres plans du penlaedre. Or, les 
plans nienes du point 345 aux diagonales { t23\{145}~ß,y„ \124)\135\=y l a l , 
\125\[134\ ee passent aussi par les diagonales {123} [245\ = fry 3 , 
\124\\235\ l \125\\234\ ~ parce que les couples de points 

(145,245), (135,235). 134,234) sont en ligne droite avec 345; donc 
les droites «,«2, ßi(i t . y,y% concourent au meme point 345. 

Le plan tt,h.t\ etant le plan polaire des points oi l (i l y l , il en resulte 
que la quadrique polaire du point commun u ce plan et a la droite 12 est un 
cone passant par les points a u l l y l et par les quatre droites (issues de 345) 
qui forment la base du faisceau des cones polaires des points de 12. De 
meme. la quadrique polaire du poiul oü le plan o,6 2 c 2 coupe la droite 12 
sera un cone passant par les points a,^,^ et par les memes quatre droiles. 
Or. les poinls ce,ff„ faß,, y x y., sont en ligne droite avec le point 345, 
sommet commun des deux cones; ces deux cones sont donc coincidents, 
cest-a-dire que les plans a,6,c,, o,6,c rencontrent la droite 12 au meme 
point. Ainsi, ces plans a^.c,, a,6,c,, ... qui correspondent aux 
faces 1,2, ... du penlaedre forment un nouveau pentaedre dont 
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les aretes rencontrent les aretes correspondantes du prämier; et 
par suite les cinq droites suivanl lesquelles se rencontrent les 
faces correspondantes des deux pentaedres sont dans un seul et 
meme plan. 

107. Nous avons demontre qu'ä une section plane E de la Hessienne 
correspond one courbe gauche K du sixieme ordre (57.). Soit o un point 
de K; o' le point correspondant de E. La droite polaire du plan E par 
rapport au cone polaire de o rencontre la Hessienne, non-seulement en o', 
mais aussi en trois aulres points /, m, n. Le plan E est donc le plan polaire 
mixte des paires de points ol, om, oh, c'est-ä-dire qu'il est le plan polaire 
de o par rapport aux cones polaires de /, m, n. Donc E contient les sommets 
de ces trois cones. et par consequenl les points /, m, n appartiennent a K. 
Ainsi, les droites polaires du plan E, par rapport aux cones po- 
laires donl les sommets sont dans ce plan, rencontrent la courbe 
gauche K, chacune en trois points. 

Comhien de ces droites polaires du plan E passenl par un point quel- 
conque o de K? II faut chercher un point qui, avec o, ait le plan polaire 
mixte E; tel est tout point de la droite polaire de E par rapport au cone 
polaire de o. Cette droite rencontre, ainsi qu'on a vu ci-dessus, la courbe 
K en trois points /, m, tr. et les droites polaires de E par rapport aux cones 
polaires de /, m, n passeront par o. II y a donc trois droites polaires 
qui passent par un point quelconque de h 

Corabien de ces droites polaires sont rencontrees par une droite arbi- 
traire G? Autrement. combien de points y a-t-il sur G Iesquels aient E 
pour plan polaire, par rapport ä un cone polaire dont le pole soit sur K? 
Les poles des quadriques polaires, par rapport auxquelles les points de G sont 
les poles de E (76.), sont dans une cubique gauche qui a huit points communs 
avec K (28.). Donc, les droites polaires du plan E par rapport aux 
cones polaires qui ont les sommets dans ce plan, forment une 
surface du huitieme ordre. Pour cette surface, K est une courbe 
triple, car en chacun de ses points se croisent trois generatrices. La meme 
surface passe par les dix droites n, parce que cbacune de celles-ci 
peut etre regardee comme polaire dun plan quelconque par rapport ä la qua- 
drique polaire du point correspondant p. 

Les generatrices de la surface rencontrent le plan E aux sommets des 
cones polaires, ainsi cette surface contient la section plane E de la 

9* 
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Hessienne. Elle contient, de plus, quatre droites situees dans Ex ce sont 
les generalrices de contact de E avec les quatre cones polaires dont les poles 
sont les points doubles de la surface polaire de E (77.). 

Sl E est le plan ä Tinfini, les cones polaires des points de K sonl 
des cylindres, parmi lesqucls ceux (en nombre de quatre) qui touchent E 
sont paraboliques; et les droites polaires de E deviennent les axes de 
ces cylindres. 

108. De quelle classe est Tenveloppe des plans qui coupent 
la surface fondamcntalc F„ suivant des eubiques harmoniques *)? 
Soit G une droile arbitraire, x un point conimun ä G et ä la surface fonda- 
mentale; il faul chereber un tel plan passanl par G que les quatre tangentes 
menecs du point x ii F«, dans ce plan, formenl un Systeme barmonique. 
Or, loules les tangentes qu'ou peut mener par x ä F. formenl (6.] un cone 
du quatrieme ordre qui, n'nyanl pas en gencral de generalrices doubles ou 
stalionnaires, est de la douzieme classe. En coupant ce cone et la droite G 
par un plan , nous aurons une courbe generale C du quatrieme ordre et un 
point g \ et ii s'agira de mener par g une droite qui rencontre C en quatre 
points harmoniques. On sait que celte question a six Solutions**): fenveloppe 
demandee est donc une surfaco de la sixieme classe. 

On trouve de la möme maniere que les plans qui coupent la 
surface fondamentale suivant des eubiques equi-anharmoniques 
enveloppent une surTace de la quatrieme classe. 

Une eubique qui ait un rebroussement est simultanement un cas parti- 
culier de la eubique hartuonique et de la eubique equi-anbarmonique; donc, 
les deux surfaces de sixieme et de quatrieme classe. que nous avons 
considerees tout-ä-f heurc, sont inscrites dans la developpable v 61.) 
formee par les plans tangents stalionnaires (cest-ä-dire circonscrite 
ä la surface fondamentale suivant la courbe parabolique). 

Parmi les plans qui coupent la surface fondamentale sui- 
vant des eubiques equi-anbarmoniques, il y a les dix plans ana- 
logues ä pn (96.), c'est-ä-dire passant par un point double de la Hessienne 
et par la droite correspondante. En effet, la premiere polaire de p est une 

*) Une courbe plane du troiaiömc ordre est dite harmonique on tqui-anhur- 
monique il apres les valeurs singuli^res du rapport anharmooique constant de« quatre 
tangentes iasueg d'un point quelconque de la courbe. 

**) Steiner, Ueber solche algebraische Curven etc. (t. XLVII, p. 102 de ce Journal j. 
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paire de plans passant par n, et les premieres polnircs des poinls de n sont 
des cones qui coupent le plan pn suivant des couples de droiles (par p) en 
involution : les rayons doubles de celte involution et la droite n forraent donc 
la Jacobienne du rcseau des coniques suivant lesquelles le plan pn coupe les 
quadriques polaires de ses points. (Celte Jacobienne est la section du plan pn 
par la surface polaire du meme plan.) Or, si la Jacobienne du reseau des 
coniques polaires est un Systeme de Irois droites, la courbe fondamenlale est 
equi-anharmonique; donc le plan pn rencontre In surface fondameutale suivant 
une cnbique equi-anharmonique. 

Chapltre septienie. 

Les vingt-sept droites d'une surface du troisieme ordre. 

109. Si un plan est bitangent ä la surface fondamenlale F», il cou- 
pera cctte surface suivant une cubique avec deux points doubles (les deux 
points de contact), savoir suivant une droite et une conique. Lo nombro des 
droites siluees sur F, est donc egal ü celui des plans bitnngcnts qui passen! 
par un point arbitraire de lespace, ou bien ä la classe de la surface deve- 
loppable enveloppee par les plans bitangents. Or, cette classe (8.) est 27; 
une surface du troisieme ordre contient donc, en general, 27 
droites. 

Si a est une de ces droites, tout plan mene par a coupe de nouveau 
la surface suivant une conique et la touche aux deux points d'inlersection de 
cetto conique avec a (60.). Si Ton fail varier le plan autour de a, les deux 
points de contact engendrent une involution, dont les points doubles 
sont les points de contact de a avec la Hessienne, ou ce qui revienl au 
meme, avec la courbe parabolique. Parmi les plans menes par a, il y en a 
cinq (60.) qui coupent F, suivant une conique avec point double (deux 
droites, outre a), c'est-ä-dire que par toute droite siluee sur la sur- 
face passent cinq plans tritangents (deux poinls de conlact sur In 
droile, et le Iroisieme au debors. Reciproquement , tout plan trilangent doit 
couper la surface suivant trois droiles (une cubique avec trois points doubles) ; 
donc, une droite quelconque de la surface rencontre 2.5—10 
autres droites de la meme surface, et le nombre des plans tritan- 

gents est — 3— = 45. 
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Si a, b, c sont les trois droites contenues dans un meine plan tri- 
tangent. par chacune de ces droites passent quatre plans trilangents , outre 
abc: chacun de ces plans contenant deux nouvelles droites, on a ainsi les 
3.4.2 ==24 droites qui avec a, b, c completent le nombre 27. 

110. Les neuf droites suivant lesquelles s'entrecoupent les faces de 
deux triedres donnes forment la base d'un faisceau de surfaces cubiques, au- 
quel appartiennent les deux triedres. On obtient la surface du faisceau qui 
passe par un point donne p, de la maniere suivante: un plan mene arbitrai- 
rement par p coupe les neuf droites en neuf points lesquels. etant les inter- 
sections des cotes de deux triangles (sections des deux triedres), forment la 
base d'un faisceau de courbes du troisieme ordre. Une de ces courbes passe 
par p, et le lieu de toutes les courbes analogues, qu'on obtient en 
faisant tourner le plan autour de p, sera evidemment la surface 
cubique detnandee. Soient '/A<v . 6,^,0,, f M a,6i les droites suivant les- 
quelles la premiere, la deuxieme et la troisieme face du premier triedre 
coupent resp. les faces du second; aulremcnl, soient a, 6jCj, . I>,c ,n.. c u a 3 b l 
les droites suivant lesquelles la premiere, la deuxieme et la troisieme face du 
second triedre coupent resp. les faces du premier. Alors. nous pouvons 
forraer les ternes 

a, A,c.j a,b 2 c u aj6,c, ; 

b, b,b s CnC }l c tl a,«,«! 

dans chacune desquelles on a trois droites qui ne se coupent pas. Les trois 
droites a t b,c n delerminent un hyperboloide qui coupera de nouveau la surface 
cubique suivant une courbe L (non- plane) du troisieme ordre. Un plan raene 
arbitrairement par a, touche 1'hyperbololde en un point x et la surface cu- 
bique en deux points /m/. - en faisant tourner le plan autour de les points 
/y, //, donnent une involulion projective ä la serie simple des points x: il y 
aura donc trois colncidences d'un point x avec un des points correspondants 
y, C'est-ä-dire que l'hyperboloide et la surface cubique se touchent en troi s 
points de a,, et de meme en trois points de 6, et en trois points de c«. 
Or. les points de contacl de deux surfaces sont les points doubles de leur 
intersection, donc L coupe en trois points chacune des droites a, b t c n . D'oü 
il suit que L est le Systeme de trois droites appuyees sur a,, c a *). 



*) [Voir un tli«?orenje plu* gendral de M. Movtard dans la Teoria geom. delie 
itv perfide, tiote de la page 4>i.\ 
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Analoguement, chacun des hyperbololdes correspondants aux cinq autres ternes 
cuupera la surface cubique suivant trois oouvelles droites: nous aurons ainsi 
3.6= 18 droites qui, avec les neuf intersections des faces des triedres donnes, 
forraent le Systeme des 27 droites. 

111. Un faisceau de surfaces S de second ordre, dont la base sera 
une courbe C du quatrieine ordre, soit projeclif ä un faisceau de plans E 
passant par une droite o. Le lieu des coniques suivant lesquelles les 
surfaces S sont coupees par les plans correspondants E est (17.) 
une surface F, du troisieme ordre, dont on obtient les intersections 
avec une droite arbitraire G, de la maniere suivanle. La droite G rencontre 
S en deux points //, //. et E en un point x: les couples ij-jj, donnent une 
involution projective a la serie simple des points x; il y aura donc trois 
coincidences d'un point x avec un des points correspondants //. 

La surface /•', passe par les bases des deux faisceaux generateurs (17.), 
savoir par la courbe gaucbe C et par la droite a. Cbaque plan E louche 
F s en deux points: ce sont les deux points oü la droite a coupe la surface 
S correspondante ä E. Parnii les surfaces «S il y en a deux qui touchent a, 
cest-ä-dire qu'il y a deux plans E qui sont (tangents) station- 
naires. Chaque surface 5 touche F } en quatre points: ce sont les points 
oü la courbe gauche C est rencontree par le plan E correspondant ä 5. 

Parmi les plans E il y en a cinq (60.) qui toucbent les sur- 
faces S correspondantes: chacun de ces plans est donc langent ä F, en 
trois points et coupe cettc surface suivant deux droites, outre a. En parlant 
d' un quelconque de ces plans tritangents. on retrouve le Systeme complet des 
27 droites, comme ci-devant (109.). 

112. Supposons maintenant que les plans E soient les plans polaires 
d'un point fixe p par rapport aux surfaces quadriques S; le lieu des cour- 
bes de contact entre les surfaces quadriques d'un faisceau et les 
cones circonscrils de sommet p, est donc une surface cubique Fj 
qui passe par la base C du faisceau, et aussi par le point p, ä cause de la 
quadrique S qui passe par p. Les plans E des courbes de contact passent 
par une mdme droite a, qui, par suite, est siluee dans F,. 

Dans le faisceau quadrique il y a quatre cones, et pour chacun d'eux 
la courbe de contact se decompose en deux droites, situees dans un plan 
par a. La surface 5 qui passe par p est coupee par le plan polaire de p 
suivant deux droites croisees en p, dont le plan passe par la droite a. Ainsi 
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nous avons obtenu 10 droiles situees, par couples, dans des plans pas- 
sant par a. 

En consideranl les deux droiles croisees en p, chacune d'elles est 
uppuyee en deux points ä la courbe gauche C, et Ton peut mener par cette 
droite qualre plans langenls ä C. Chacun de ces plans louchc au meine poinl 
(ouire C) la surface F 3 , parce que la droite qui joint p au point de conlact 
louchc. en ce dernier, F 3 , et determine avec In tangenle de C le plan tangent 
de F,. Chacun de ces plans est donc un plan trilangent, et par consequent 
il coupera F s suivant deux nouvelles droiles. Ainsi, nous aurons 2.4.2 
droiles qui, avec les 10 dejä ohlenues et avec a, complelent le Systeme des 
27 droites. 

113. Nous dirons qu'un Systeme (lineaire) de plans est projectif 
au Systeme dos points de 1'espace, lorsqu'ä un point quelconque x correspond 
un seul) plan X, et que reciproquement ä chaque plan A corresponde un 
(seul) point x; de plus, qu*aux points x d"un plan Ä" correspondent les plans 
X (dun reseau) passant par un meme point x, et par suite qu aux points x 
d'une droite correspondent les plans A' d'un faisceau. Inversement ä un 
f'aisceau de plans X correspondront les points x d'une droile, et aux plans 
A' qui passenl par un point x correspondront les poinls x d'un plan A'\ 
Les poinls x el les plans X' forment de nouveau deux systemes projeclifs. 

On a Irois systemes (lineaires) de plans, projeclifs enlre cux el nussi 
nu Systeme des poinls de fespace; de sorle que chacun des quatre elements 
homologues A',, A' 7 , A'j, x determine, avec une Solution unique, les Irois 
autres. Soil x le point commun aux Irois plans X,. A' 2 , X s \ les poinls x, 
x' se delermineronl Tun par Taulre d'une maniere unique; car, si x' est 
donne. par ce point passe en general une seule terne de plans correspondants 
A,, A.., Aj, auxquels correspondra un point unique x (resullanl de l'inler- 
seclions des Irois plans A„ A„ A, qui correspondent an point x). On 
peut regarder x et x comme points homologues de deux espaces 
projeclifs: cherchons donc ä delcrminer les courbes et les surfaces qui 
correspondent, dans Tun de ces espaces, aux droiles et aux plans de l'aulre. 

Si x parcourt un plan /•.'. chacun des plans Y produit un reseau; on 
aura ainsi trois reseaux projectifs dont trois plans correspondants se coupenl 
en x. Le Heu de x est donc (23.) nne surface jP 3 du troisieme ordre; d'oü 
il suil que les points de cette surface correspondent, chacun a 
chacun. aux points du plan E. 



Digitized by Google 



Cremona, memoire de geomeirie pure sur les surfaces du Iroisieme ordre. 73 

Toules les surfaces cubiques F correspondanles aux plans 
E du premier espace formenl un Systeme lineaire et passent p in- 
line menie courbe gauche K du sixicme ordre (35.;, lieu d'un 
point par lequel passent trois faisceaux correspondants de plans 
A'. Ainsi, a un point quelconque x' de K correspondra, au lieu 
d'un simple point x, une droite & 

Si x decrit une droite, les plans A' fornient trois faisceaux pro- 
jectifs; par suite (18.), le lieu de x sera une (courbe; cubique gauche. 
Celle courbe formera avec K la complete intersection des dcux surfaces F, 
qui correspondent ä deux plans E passant par la droite donnee. 

Une droite et un plan, dans le premier espace, ont un point commun 
x ; le point x qui iui correspond devra resulter aussi d'une maniere unique 
de Fintersection de la courbe et de la surface qui correspondent ä la droite 
et .au plan, resp. Or, celte courbe et cette surface, etant loutes les deux du 
troisieme ordre, ont neuf points communs; de ces points huit appartiendront 
(28.) ä la courbe K, et le neuvieme sera x. 

De ce que la cubique gauche correspondante ä une droite quelconque 
renconlre K huit fois, il resulte que celte droite sera croisee par les droites 
l corresponduntes a huit points x de K\ c'esl-ä-dire que les droites c 
du premier espace, qui correspondent aux points de la courbe 
gauche K formenl une surface du huilieme degre. 

Trois plans E se coupent en un point x; donc trois surfaces F, ont 
un seul point commun x, au dehors de la courbe K. 

Reciproquement, si le point x' decrit (dans le second espace) une 
droite, le point x engendrera une (courbe) cubique gauche: car le lieu de x 
sera renconlre par un plan arbilraire E cn aulant de points que la droite 
donnee a d'intersections communes avec la surface F, correspondante ä ce 
plan. Si x est variable sur un plan E', x engendrera une surface cubique 
F } ; en effet, le lieu de x sera rencontre par une droite quelconque aux points 
qui correspondent aux intersections du plan /." avec la courbe correspondante 
ä cette droite. El des que le point x est Tintersection de trois plans homo- 
logues A'j, Aj, X'i de Irois systemes projeclifs au Systeme des points x. (du 
second espace), il s'ensuil que Fj peut 6[re construite comme lieu du point x 
commun a Irois plans correspondants de trois reseaux projeclifs. Par conse- 
quent, les surfaces F, (correspondanles aux plans du second espace) formeront 
ellcs aussi un Systeme lineaire et passeront par une seule et uieme courbe 

Journ.l fitr Mathematik Bd. LXVIII. Heft I. 10 



74 Cremona, memoire de gcomtlrie pure sur les surfacet du troitieme ordre. 



gauche K' du sixiemc ordro, ä cltaque poinl x de laquelle correspond ront 
les poinls x' d une droite §'*). 

113'"\ Suit x un poinl de A\ qui sera commun ä lous les plans X,. 
X 2 , X> de Irois faisceaux correspondants, dont A, , A. , A y soient les axes: 
et soit la droite qui contient les points x correspondants ä ces plans, c'est- 
a-dirc la droite commune aux plans A,, A' , . A 3 qui corrcspondent ä x 
Ghaque lerne de plans homologues menes par A t , A,. A } resp. correspond 
ä un point j de {, de facon que ce point x variable sur £ a loujours son 
homologue au point fixe x; mais panni ces ternes il y en a trois dont chncune 
est .composee de trois plans passant par une ineme droite. En effet, le cone 
engendre (42.) par les faisceaux projeclifs .4,, A 2 , et le cone engendre analogue- 
ment par les faisceaux A,, A^ auront. oulre l axe commun .1,. trois droites 
communes, chacunc desquelles sera par suilo finterseclion de Irois plans cor- 
respondants A", , A>, X } . Ainsi la droite c a Irois poinls dont Tun quelcon- 
que correspond a une droile passant par x: aulrement , § est appuyee ä A" 
en trois poinls auxquels correspondcnl Irois droitcs passant par x. Ana- 
loguement, ä chaque point x de A" correspondra une droite g? 
appuyee ä K en trois points, et les droites c correspondanles a 
ces points se croiseront en x. Cest-ä-dire que. si une droite ren- 
contre K en trois poinls, les trois droites qui correspondent ä ces 
points passent par un meme point x (de K') el forment elles 
seules la cubique correspondanle a la droile donnee, de maniere 
qu a lout autre point de celle-ci correspondra le poinl fixe x. 

Si le point x' decrit uue droile G , les plans A,, AI, A'i donnent 
naissance ä trois faisceaux projeclifs, et par suile le lieu de x sera, ainsi 
que nous favons dejä monlre '113.J une cubique gauche, commune aux Irois 
hyperbololdes que les trois faisceaux engendrent, etanl pris deux a deux. 
Celle courbe se decomposera 1*. en une conique el une droile lorsque G 
rencontre h une fois; 2". en trois droites (dont deux. £„ qui ne se 
coupent pas, sont croisees par la troisieme), lorsque G renconlre h deux fois; 



.*) Au cas particulier que X t , X t . X, soient les plana polaires du point x 
par rapport a trois surfaces quadriques fixe», les point« x, x' ool uue relation par- 
taitement reViproque (inrolulorische), et a im plan E, quel que noit l'espace auquel il 
eat cenB^ apparteuir, correspond une Beule et mf'me snrface F t , lieu des» pole« du plan 
E par rapport aux surl'aces du re'soau deterniine par les trois quadriques donnees 
(80.). Dans ce cas les courbes K, K' coincidcut, et il dcvient iuutile de distingucr 
les deux espaces. 
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3". en trois droites ? : , £j (issues (Tun möme point de A"), lorsque G ren- 
contre K trois fois. En faisant abstraction des droiles § correspondanles aux 
points de K, nous pouvons dire qua G correspondra une cubique 
gauche, une conique, une droite ou un point, suivant que G a 
0, 1. 2, 3 points communs avoc K. 

D'oü il sensuit que. si G est siluee sur une surface F s , eile rencontrera 
K au inoins une fois . car la ligne correspondanle ä G doit ctre placee sur 
le plan E qui correspond ä F s . Donc, si nous considerons trois droites 
situees dans un möme plan tritangent de F y . il ne peut arriver 
que los deux cas suivants: on les trois droites rencontrent K 
chacunc en 2 points, ou ellcs coupenl cetle courbe en 1, 2, 3 
points resp. 

114. Soit Fj la surface cubique qui correspond ä un plan donne E; 
ce plan coupera la courbe gauche A" en six points /, 2, 3, 4, 5, 6, que 
nous nommerons points fondamentaux: donc, en regardant ces points comme 
des positions de x, les six droites correspondantes = flh, «j, a«, 
o 5 , (h, (lieux des points homologues x) seront situees sur F, et appuyees 
ä K, chacune en trois points. Et Ton voit aisement qn'aux diiTerents points 
de ia droite a r correspondent les points du plan E infiniment voisins du point 
fondamental r. c'ost-a-dire que la serie des points x de a, est projeclive 
au faisceau des droites menoes par r dans E. 

Les autres droites de F seront appuyees ü /i en deux points ou en 
un seul point, et par consequent elles correspondront ä des droites ou ä des 
coniqoes tracees dans le plan E (113'"*.). Dans le premier cas la droife en 
E doit aussi rencontrer deux fois K'\ or, dans le plan E il y a quinse droites 
qui ont deux poinls communs avec cette courbe ganche, 

23 31 12 56 €4 45 14 15 16 24 25 26 34 35 36, 
donc F» contiendra quinze droites 

Cj 3 r 3l c„ e M c u c 4i c u c J5 e M c.4 c 73 Cm Cj* c M c», 
chacune appuyee ä K en deux points. 

Les droites a, et c,, (ou r, s sont deux points fondamentaux) se ren- 
contrent en un point qui correspond ä la direction r« issue de r; donc le 
plan de ces droites coupera /•'. suivant une troisieme droite qui n'aura qu'un 
seul point commun avec K, et que nous designerons par 6, . Ce möme plan 
rencontre les six droites o, dont deux («, , a.) sont croisees par c,, (car la 
droite correspondante passe par les points r, *); donc 6, coupera, outre o r , 

10* 
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quatre autres droites a, hormis a, . D'oü il s'ensuit que la conique correspondante 
a b, passera par cinq points fondamentuux , hormis #. Ainsi F, conti ent 
six nouvelles droites 

bi b 2 b y 6 4 6 S b t 

appuyeos ä h\ chacune en un seul point, et correspondantes aux coniques 

23456 13456 12456 12356 12346 12345 
qu'on peut decrire par les points fondamenlaux, pris cinq ä cinq. 

115. Yoila donc les 27 droites de la surface / D'apres ce qui 
precede (113 b V un plan tritangent quelconque rontiendra une droite a. une 
droit c b et une droite c, ou bien trois droites c\ et par suite deux droites a 
ou deux droiles b ne seront jamais dans un meme plan. 

Si une droite i ou c rencontre la droite o,, la conique correspondante 
ä b ou la droite correspondante ä c doit passer par le point fondamental r. 
Donc deux droites a r , b, se rencontrent toujours si les indices r, # sont 
differents, et ne se rencontrent pas si elles ont le meme index. Et une 
droite a r coupera, outre les cinq droites b d'index different, les cinq droites 
c rt qui ont un index egal ä r. 

Si deux lignes en E ont un point commun x, les lignes correspon- 
dantes sur Fj s'enlrecouperont au point bomologue ar'; mais si les premieres 
lignes passent ensemble par un point fondamental r 3 ccci indiquera seulement 
que les lignes sur /•', sont rencontrees Pune et Taulre par la droile a, aux 
points qui correspondent aux directions des premieres lignes en r. 

11 resulte d'ici que deux droites c, ou bien une droite b et une droite 
c se rencontreront. si les lignes correspondantes ont un point d intersection qui 
ne soit pas Tun des six points foudamentaux. Donc b r rencontre toutes 
les droites c qui ont un index r; et deux droites c se coupent si 
tous leurs indices sont differents. 

11 est mainlement tres-facile de trouver les 45 combinaisons de trois 
droites qui sont dans un meme plan. Le plan qui passe par a, et b. 
contiendra aussi r,: et cette derniere droite sera aussi dans le 
plan n.l>.. car les symhoies C n et c„ cxpriment une seule et nicmc droite 
(celle qui correspond a la droite menee par les points r#). Knfin. trois 
droiles c sont dans un meine plan, si leurs indices conliennenl tous les six 
nombres 123456. 

Voici donc les quarante-cinq ternes de droites situees dans les plans 
tritangents : 



Digitized by Google 



Cremona, mimoire de geomilrie pure sur les surfaces du troüüme ordre. 77 





a, ft, c u 






•A c « 




«, b,c, t 






o 4 6,c 4t 




«A<" 6 , 






°A f 3« 




«A«»» 


°A<^ 










lA«M 


«A<U 










«A c ». 


"Ac.> 



C M r »4 C ». 


C IJ C 14 C »0 


C l4 C t» C »4 


C 1»°I> C 44 


C I4 C tJ C 4J 


C I1 C »> C 4. 


C U C I1 C 4* 


fl l4 C l» C la 


C I5 C 14 C >4 


C l4 C l4 C li 




f l 1 C t« r 4i 


r i 4 f t. C 4i 


C I4 C I4 C 14 


C l« r «» C M 



116. On peut faire ici plusieurs remarques interessants. Par ex. 
deux droites non situees dans un rudme plan, commo a,, 6,, sont 
rencontrees par les memes cinq droiles (c, 2 , c„, c H , c, 4 , c lfi ). Parmi 
les autres vingt droites, il y en a cinq qui rencontrent seulement cinq 
qui rencontrenl seulement et dix qui ne coupent aucune des deux 
droiles o,, b,. 

Trois droites qui ne se coupent pas, comme Oj. a s , sont 
rencontrees par les memes trois droites (6 4 ,6 s ,6 fl ); et il y a six 
droites (o 4 , o 4 , a^, c», c«, c„) qui ne rencontrent ni a, ni a ? ni a,. 

Quatre droites qui ne se coupent pas, comme a,, o,, Oj, a«, 
sont rencontrees par deux droites (bi,b 0 ), et ne sont pas ren- 
contrees par trois droites (a s ,a,,, o^). 

Deux systemes de six droites, comme 

o, a, o 4 a h Og 
6, 6, 6, 6 4 6j 6 b 
oü deux droites homologues ne se coupent pas, et deux droites non-homo- 
logues se coupent toujours, forment ce qu on nommc, d'apres M. Sculäfli, un 
double-rix. Cinq droites, comme a,, «Tb, «3, <i 4 . Oj, qui apparliennent 
ä un möme rix, sont coupees par une seule droite (6 6 ) et ne sont 
pas rencontrees par une autre droite (aj. Mais cinq droites qui, sans 
se couper, n'appartiennent pas ä un möme six, comme a„ a,, a,, 
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fi 4 , c M , sont rencontrees par dcux droites (A s ,6 (i ); et il n'y a aucune 
droite qui ne rencontre pas lune ou I'autre de ces cinq droiles. 

117. La metbode de generation que nous avons adoptee pour la sur- 
face F, nons a conduit naturellement au double -six forme par les droiles 
a, b. Mais on pcut arranger aulremenl les 27 droites de mattiere ä Former 
im double-six. Un douhle-six est determine par deux droiles ho- 
mologues, comme a,, b,; car les cinq droiles qui coupent sans couper 
et les cinq droiles qui coupent a, sans couper 6,, completent les deux six 
du double-six. On deduit d'ici le nombre des double-six qu'on peut former 
avcc les 27 droiles. Chacune de ces droiles n'esl pas reneontree par setze 

27 1 6 

autres droiles: il y a donc — = — paires de droiles qui ne se renconlrent pas. 

Cltaque paire determine un double-six, mais cbaque double-six contient six 
couples de droites liomologues: le nombre des doubles-six est donc 
27 16 

— -~ — = 36. Voici le tableau des trente-six double-six. 

£ . 0 
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118. On a vu quo, trois resoaux projectifs de plans etant donnes, 
le lieu du point commun ä trois plans correspondants est une surface du 
troisieme ordre, dont les poinls correspondent, un a un, aux points d un plan 
fixe. Reciproquemenl, ou peut demontrer qu'une surface quelconque 
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(generale) F } du troisieme ordre peut etre engendree (d'une infinite 
de manieres) par trois rc6eaux projeclifs de plans*). 

Soicnt o,, <ij trois droites de la surface donnee F,, qui ne se 
coupent pas (110.). Un plan A, mene arbilrairement par o,, et un plun A t 
mene par a ä rencontrent t\ suivant deux coniques qui ont un point commun (car 
les points oü la droile A X A X renconlre les deux coniques doivent representer 
les trois intersections de la meme droile avec F 3 ); par ce point et par a } 
menons un plan A 3 . On obtient ainsi trois faisceaux de plans, qui ont entre 
cux cette relalion que 31. AuursT dil duplo-projeclice: c'est-a-dire que, deux 
plans elant choisis arbilrairement dans deux faisceaux, Ic plan correspondanl 
du troisieme faisceau cn resulte determine d'une mauierc uuique. El la sur- 
face F s est le Heu du point commun ä trois plans correspondanls. 

Un plan trilangent mene par a, renconlre «. et a, en deux points 
apparlenant aux deux droites de la surface que le plau conlient, outreo,. II 
y a donc deux cas possibles: ou le plan trilangent conlient une droile qui 
coupe a. et «, et une autre droile qui ne coupe ni «, ni a 3 ; ou bien il con- 
lient deux droites donl l'une coupe et l'nutre coupe a s . II y a (110.) trois 
droites qui rencontrent o, , o 3 et «j, donc le nombre des plans de la seconde 
espece est deux. Soienl b 3 c i3 ^ c n b t les droites comprises dans ces plans, donl 
6,, o,2 soienl coupees par a,, et les autres par </.. Les droites 6,a 3 ne ren- 
contrent pas &,a,; donc la droile c n commune aux plans 6j» 3 , b s a t est situee 
sor la surface. De meme les plans e„a 7 , c n a } se couperont suivant une 
droite b, de la surface. Designons les six plans a, «./»jC,,; aA<\ 3 , 

a^o.c,,; «,6,0^, a 3 b.c n par les lettres £; Aux plans 

ä,, jlj correspond (dans la relalion duplo-projective) un plan indetermine 
par o,. car ces deux plans se coupent suivant une droile de la surface. De 
meme aux plans ;A n A 3 correspond un plan quelconque par </,; etc. 

Soil E un plan fixe, et m», »/, Im trois droites traeees dans ce plan. 
Supposons la droile mtt divisee projectivement (homographiquement) au faisceau 
«, (savoir au faisceau dont l axe est la droile «,), lellcmenl qu'aux points «1, 
n, Ä„ correspondent les trois plans »\,, A\\ De meme la droile nl soil 
divisee projectivement au faisceau «3, ä condition qu'aux points u, I, ti„ cor- 
respondenl les plans 3 2 , £», A"; et la droite Im soit projeclive au faisceau 
a,, de manicre que les poinls /, m, r„ correspondent aux plans A'l; 
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et supposons de plus que les plans vi", A'l, A'l soient correspondants dans la 
relation duplo-projectivo (c'est-ä-dire qu'ils se coupent en un point x» de F,), 
et que les droites /ä u , m.u,,, nv v concourenl en un meme point x» de E. 

Alors un point quelconque x du plan E, joint aux points /, m, tt, 
donnera trois droiles qui rencontreronl mn, nl, Im en trois nouveaux points 
A, y; et ä ces points correspondront dans les faisceaux a,, «h, Oj trois 
plans An Aj, Aj, dont le point coiniuun soit x'. i)uel est le Heu du point x'? 

Si * est un point quelconque d'une droite arbitraire dans fespace, on peul 
rnener par ce point un plan du faisceau «, et un plan du faisceau »„.; le plan cor- 
respondant du Iroisieme faisceau coupera la droite arbitraire en un point t. 
Si au contraire on prend arbitrairement sur cette droile le point i" pour y faire 
passer un plan du troisieme faisceau, les couples de plans des nutres faisceaux. 
qu'on peut prendre comme correspondants, marqueront sur la droite deux di- 
visions homographiques. Cbacun des deux points doubles de ces divisions 
est un point i oü passent deux plans des faisceaux «, et a, resp., correspon- 
dants au plan du Iroisieme faisceau, mene par %'. 11 y aura donc, sur la 
droite arbitraire, trois colncidenccs d'un point t avec son correspondant »'. 
savoir trois points du liou; en d'autres termes le lieu du point x est une 
surface du troisieme ordre. 

Cette surface passe par les droites a,, a ? , «j, axes des trois faisceaux 
duplo-projeclifs: car tout point de ces droiles est evidemment situe dans trois 
plans correspondants. Mais ce n'en est pas encore assez. Si les points A, u prennent 
les positions l, m resp., le point v dcvient indetermine; or, aux points m de mn 
et / de nl oorrespondent les plans des faisceaux «,, «v, donc le plan 

du troisieme faisceau, correspondant ä ces plans, rcste indetermine. On con- 
clut d'ici que la droite c„ commune aux plans X 2 est situee entierement 
sur le lieu de x'. Le meme raisonnement subsiste pour les autres droiles 
suivant lesquelles les plans rencontrenl les plans ^X,^; donc le 

lieu de x et la surface donnee ont en commun neuf droites et un point x' u . 
c'esl-ä-dire que le lieu de x coincide avec la surface F s . 

Ainsi, ä un point quelconque x du plan E corrcspond un point de 
Reciproquement, un point quelconque x de cette surface delermine trois 
plans ar'o, _^ vi,, x'a, ~ A„ x'ai~^A 3 auxquels correspondront trois points 
sur mn, nl, Im; et ces points joints ä /, m, n resp. donneront trois droites 
concourantes au point x. 
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Considerons les Irois lerncs de plans correspondants 

«,) Ai Ä, A't 

Oi) A 7 Ä 3 Ai 
(h) Ai Ä s A'i 

dont une quelconque est delerminee par les deux autres, qui restent arbitraires. 
Mais, ces ternes une fois choisies et fixees, on peul les regarder comme 
determinant trois reseaux projectifs de plans, oü a lieu la circonslnnce parti- 
culiere que les plans d'un ntfme resenu ont en comman une droite, au lieu 
d un simple poinl. Autrement: si A'i' est un nouveau plan arbitraire par a,, 
et si Ton delermine les plans A'i', A3' de maniere que les groupes A l ÄiA'iÄ,', 
A s Ä 2 ÄiÄ 2 '\ A s A4 A3 A3' soicnt projectifs, je dis que Ai' est precisement le 
plan du troisieme faisceau qui correspond aux plans A'i', A'i' dans la relation 
duplo-projective. Dans lo plan E, en effel, les droiles de chncune des ternes 
(l/L,mu,nv), {tt',mu',m>'), (II" , mu" , nv" ') concourent en un point; et les trois 
groupes de qualre droit» 1(1, A', X", Z'"), m (,«,»',.«", /*"'), n{v,v' , v" ,v"') ont 
le meme rapport anharmonique, parce qu'ils sont projectifs aux trois groupes 
de plans A; donc les trois droites W", mu", »»'"' sc couperont en un meme 
point, et par suite les plans Ä, , A'i', A'i' passeront par un meme point de 
la surface F 3 , c'est-ä-dire qu'ils sont trois plans correspondants dans les 
faisceaux duplo -projectifs. 

Apres avoir transforme de ia sorte les trois faisceaux duplo-projectifs 
en trois faisceaux projectifs corame cas particulier de trois reseaux projectifs, 
nous pourrons y appliquer la methode exposee ailleurs (45.); cest-ä-dire que 
nous pourrons (sans alterer la surface engendree) subroger aux series projectives 

Af A t A\ . . . 

Aj Ai Ai . > . 

Ai Ai Ai . . . 

les reseaux projectifs 

Ai Aj Ai . . . P ... 

A\ A'i A, .../>' ... 

A\ Ai Ai ... f ... 
oü trois plans correspondants n'auront plus en general qu'un seul point coni- 
mun (dont le lieu est la surface proposee); mais il y aura six ternes (comnie 
A+AtÄi) de plans correspondants passant par une meme droite*}. 

*) Ce qu'on d^niontre par des considcYations employe'es antericurement (113.) <>u 
bien par la meUhodo «uivic par M. Schröter dan» son memoire 8ur les 27 droites. 
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Et ici nous pouvons de nouveau faire correspondre les poinls de la surface 
Fi, chacuti ä cliacun, aux poinls d'un plan quelconque donne S; car il suffit d'elublir 
une relalion projective (reciproque) enire les poinls du plan 6 et les plans de Tun 
des trois reseaux, de facon qiTä un point en (5 rorresponde un plan du reseau, 
qu'aux points d'une droite rn G correspondcnt les plans d'un faisceau dans le 
reseau, et inversement. Alors, ä un point quelconque de (5 correspondru un 
plan dans chaque reseau et par suite un point de F,, et inversement. 

t Itapifre liuitieitie. 

Representation d'une surface du troisieme ordre sur un plan. 

110. On a dcmontre (118.) que loute surface 'generale 11 du troisieme 
ordre F } peul dtre representee sur un plan donne E } de manierc que les poinls 
x de E et les points j-' de t\ se correspondent, un ä un. D'oii il resulte 
qu'on peul eludier sur le plan Ia geometrie des lignes traeees Sur 
la surface du troisieme ordre. 

Dans cette represenlation , aux 27 droites de F } correspondent en E, 
1°. six points 123456, que nous avons nommes fondamentaux; 2°. les six 
coniques qu'on peut decrire par cinq des points fondamentaux; 3 U . les quinze 
droites qui joignent, par couples, les points fondamentaux. Les droites a qui 
correspondent aux six points, et les droites b qui correspondent aux six co- 
niques, formen! les deux six d'un double-six (115.). 

Proposons- nous maintenant de resoudre, au moins dans les cas les 
plus interessante, ces deux questions, 1" trouver la nalure de la courbe plane 
qui correspond ä une courbe donnee sur F s ; 2°. trouver quelle courbe sur F s 
correspond ä une courbe plane donnee. 

120. A un plan quelconque @' correspond une surface du troisieme 
ordre (113.) qui passe par la courbe K' ; donc ä l'inlerseclion de F t par <5' 
correspondra Tintersection de E par $' } ; c'est-ä-dire qu'ä une eubique 
plane tracee sur F, correspond, en E, une eubique passant par les 
six points fondamentaux; et inversemenl. ä une eubique quelconque decrile 
par ces six poinls correspondra une seclion plane de F 3 . Deux eubiques 
decrites en E par les six points fondamentaux se coupent en trois nouveaux 
points, qui correspondront aux inlersections de F avec une droite quelconque 
(commune ä deux plans G). 

Si Q est tangent ä F 3 au point x\ la eubique correspondanle en E 
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aura un point double au point correspondanl x. Si x appartient ä la drohe 
a,, x devient le point fondamental r qui correspond ä cette droite; or, dans 
ce cas, 1c plan (S conlienl la droile a et coupe F s suivant une conique; donc 
une cubique decrite par les poinls fondamentaux el ayant Tun d'eux 
pour point double, correspond ä une conique commune ä F 3 et ä 
un plan bilangent, passant par une droile a. Toutes les cubiques ana- 
logues qui onl le noeud au memo poinl fondamental r formenl un faisceau; 
Tinvolution des couples des tangentes au noeud correspond ä l'involulion des 
couples des poinls oü la droite a r est renconlree par les coniques des plans 
bitangenls; et les rayons doubles de la premiero involution correspondront aux 
points doubles de la deuxieme, c'est-ä-dire que les deux cubiques du fais- 
ceau, pour lesquelles le point double r est un point de rebrousse- 
ment, correspondent aux deux coniques de F s tangentes ä la droite a,. 

De meme, on trouve aisement qua la conique contenue dans un 
plan bitangent, qui passe par la droite c,„, correspond une conique 
passant par quatre points fondamentaux, excepte r, g; cette conique 
et la droile r» forment la cubique correspondante ä la section complele du 
plan bitangent. Et ä la conique contenue dans un plan bilangent, qui 
passe par la droite b r , correspond une droite passant par le point 
r; cette droite el la conique qui passe par les aulres cinq points fondamentaux 
forment la cubique qui correspond ä la section complele du plan bilangent. 

121. A la courbe gauche C u , suivant laquelle F, est coupee 
par une surface d'ordre n, correspond une courbe plane qui pas- 
sera n fois par chaque point fondamental, ä cause des n poinls oü lu 
surface d'ordre » est renconlree par chacune des droites a. Cetle courbe 
plane est renconlree par une cubique quelconque decrite par les six points 
123456, en ces points qui sont equivalenls ä im intersections, et en 3« 
autres poinls cprrespondants ä ceux dans lesquels C Sm est rencontree par un 
plan. Donc la courbe plane correspondante ä C Sm est de Tordre 3» 
et du genre ^(3» ? — 3«-f 2)... *). 

122. Soil N = 2. Dans ce cas une surface quadrique coupe F s sui- 



») Si une courbe plane d'ordre n a d point* doubles (y compris lc« rebrousBements), 

on dtt qu'elle est du genre ( ^"~ < ^ "~ - — d (d'apr5» M. Clebsch). Le genre d'unc 

courbe gauebe (qui est donnd par la meme formale, oh d comprenne auasi lea points 
doubles anparenU) situec sur F % est le niflme que celui de la courbe plane correspon- 
dante. [Voir la Teoria geometrica deile tuperßeie, bi et 55.J 

11 • 
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vanl une courbo gauche C fi>l du sixieme ordre et du quatriemo 
genre, qui renconlre deux fois chacune des 27 droites; et ä laquelle cor- 
rcspond, en E, uno courbe plane du inöme ordre qui passe deux fois par 
chacun des poinls 123456. Cetle courbo peut avoir quatre autres points 
doubles, donc une surface quadrique peut toucher F, en quatre points, 
all plus, sans que la courbe d'interscclion so decompose en courbes 
inferieures. 

123. Si la surface quadrique passe par une droite de F s , par ex. 

b, , la courbe gauche C(, A se decomposcra en deux parlies, dont la deuxieme 
sera une courbe gauche C 5;J du cinquicme ordre et du deuxieme 
genre. Des que A, correspond a la conique 23456, ä la courbe C s>? cor— 
respondra une courbe plane t 1 23456 (c'esl - ä-dire, passant deux fois par / 
et uno fois par 2 3... 6) du quatriemo ordre. Cetle courbe plane rencontre 
(au dehors des points fondamenlaux) la conique 23456 en trois poinls. les 
autres coniques 13456, ... en deux poinls, les droites 12, 16 en un 
point et les autres droites 23, . . ., 56 en deux poinls; donc la courbe gauche 
C 5 , 7 renconlre trois fois la droito 6 M deux fois les droites «,, 6>, A 3 , ... b 6 , 

c, 3 , c n , . . . c w , et une seule fois les droites ... c 13 , ... c,„. 

Si la surface quadrique, au lieu de passer par passe pur une 
droile c n ou par une droilo a,, on oblient une courbo plane 123'4 2 3 1 6 : du 
cinquieme ordre ou uno courbe plane 1^2'~3 ! 4 ! 5 l 6 l du sixieme ordre, qui 
correspondent toujours ä une courbe gauche annlogue ä C y7 . 

Chaque droile de F 3 delerminc (sur cetle surface) un Systeme 
de courbes analogues ä C., i3 ; toutes les courbes d"un sysleme rencontrent 
trois fois la meme droite. Chaque courbe dun Systeme donne est de- 
terminee par six points, car la courbe plane T23456 peut passer par 
six points arbilraires. Deux courbes d'un meme Systeme se coupent 
en sept points; deux courbes de syslemes differenls correspondants ä deux 
droiles qui ne se rencontrent pas (qui se rencontrent) ont buil (neuf) poinls 
communs. 

124. Si la surfaco quadrique passe par deux droites non siluees dans 
un mt'tne plan, comme 6 t , 6,, eile couperu de nouvenu /' suivant une 
courbe gauche C iU du quatrieuie ordre et du genre 0, qui n'est pas 
Tintersection de deux surfaces du second ordre. En efTet, la quadrique donnee 
a deux systemes de generalrices reclilignes: dont Tun est forme par des 
droites qui rencontrent 6, et 6 2 , et fautre par des droites qui ne rencontrent 
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ni hi ni b 7 . Or, cbaque generatrice du premier Systeme renconlrora F } en 
deux poiuts situes sur />,. 6>, et par suile C' 4i „ en un scul point, qui est la 
troisieme intersecfion avec la surface. Au contraire, loute generatrice de 
l'autro Systeme rencontrera F } (uu debors de 6,, b,) et par suite G' v , en Irois 
points. Donc, il n'y a pas une autre quadrique passant par C 4tI , parce que 
la courbe commune ä deux surfaces du second ordre coupc en deux poiuts 
toute generatrice rectiligne de cbuque surfaco quadrique passant par la courbe 
eile -memo *). 

A la courbe gauche C v , correspond, en E, une conique passant par 
les points 12, qui, avec les coniques correspondantes aux droites A,, A 2 . forme 
une courbe f 1 2' 3' 4 7 .V 6 1 du sixiemc ordre. On deduit des interscclioiis de 
la conique 12 avec les lignes correspondantes aux droites de F } . que la courbe 
C 4 „ coupe 6 t1 b-t en trois points, les dix droites A,, A 4 , ... A ( , , c J4 , c M , . . . 
c M , en deux points, et les dix droites <*,, «j, c,j, c N , ... c.,, en un seul point. 
Les cinq droites restantes a 3 , ... «„, c« ne sont pas renconlrees par C t(U . 
De ce qu il passe une (seule) conique par les points 12 et par trois autres 
points quelconques du plan E, il suit que par trois points donnes de F y 
on peul decrire sur cette surface une (seule) courbe gauche de 
quatrieme ordre et genre 0, qui doive etre rencontree trois fois 
par deux droites donnees (non sitnees dans un mime plan) de la 
surface cubique**). 

Si Ton fait passer la surface quadrique par bi et c n , ou par r a et e n , 
ou par a, et A,, ou par a, et c, 3 , ou par a, et «>, on obtient dans le plan E 
une courbe f456 du troisieme ordre, ou une courbe 2H4 i o ! 6 i du quatrieme 
ordre, ou une courbe 1*234.56 du quatrieme ordre, ou une courbe P234 , S*(P 
du cinquieme ordre, ou une courbe P&IFfS'lP du sixieme ordre, auxquelles 
correspondra loujours, sur F 3 , une courbo analogue a C 4 „. 

125. Si la surface quadrique coupe F s suivant une conique situeo 
par ex. dans un plan passant par a,, les deux surfaces auront, de plus, en 
commun une courbe gauche C 4) , du quatrieme ordre et du premier 
genre, qui sera rencontree en deux points par loute droite siluee dans la 

*) Lei tlidorimes e*nonces par Steiner, h propoa de cette courbe gauche, out 
tM dtyft. d^montr<?s n<-i>ii)L'tri(puciueut, avec plusicurs autres, dans un Memoire inseYe aux 
Annah di Matematica, t. IV, p. 71. 

**) Deux coniques passant par /, 2 se coupent en deux autres points; donc, 
deux courbes du quatrieme ordre et genre 0, traedes sur F lf qui reueoutrent trois fois 
les meines droites (&,,6 t ), so coupent en deux pointa. 
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quadrique; car celle droile, ayant un point comraun avec ia conique, coupe 
la surface cubique en doux autrcs points. Toul plan mene par la droite «, 
coupe 1 suivanl une conique qui a qualre points communs avec 6' 4 , , d'oü il 
suit que par cetle coniquo et par C,, on peut faire passer nne surface du 
second ordre. Donc, In courbe C 4 ,, esl la base d un faisceau de quadriques. 

A C 4 , correspond, en E, une courbe 23456 du troisieme ordre (car 
la coniquo a pour courbe correspondante une cubique / 23456). Donc, la 
courbe gauche C M ne rcncontro pas a,; eile ronconlrera en deux points les dix 
droites 6,, ... e l2 , ... Cj 6 , et en un seul point les seize reslantes. 

Les dix droites coupees deux fois par la courbe gauche sont rencon- 
Irees aussi par la droite unique qui ne rencontre pas la courbe. Donc. h\ 
contienl 27 systemes de courbes 6' 4i , , les courbes d'un memo Systeme 
n'etant pas rencontrees par une meme droite. Quatre points determinent 
une courbe d'un Systeme donne. Deux courbes d'un meme Sy- 
steme ont qualre points communs; deux courbes de syslemes dif- 
fcrents se coupent en cinq points. 

Si Ton change la droite a,, on peut obtenir d'aulres courbes planes 
d'ordre superieur (mais toujours du genre 1) comme correspondanles ä des 
courbes gauches analogues ä C + I . 

126. La courbe d'intersection de F, avec une surface quadrique peut 
so decomposer en deux cubiques gauches Cj ,,, dont si l'une correspond ä une 
droile quelconque (113.) en E, l'autre correspondra ä une courbe V2 1 3 1 4 l 5~ 
du cinquieme ordre. L'analyse de ces courbes planes fait voir tout de suite 
qu'une cubique gauche (decrite sur FA rencontre deux fois six 
droites, ne rencontre pas six autrcs droites et coupe en un point 
les dix reslantes. Les deux groupes de six droites sont les six conjugues 
dun meine double-six, de maniere que chaque double-six determine 
deux systemes conjugues de cubiques gauches, dans lesquels chaque 
courbe rencontre deux fois les droites d'un six, et ne renconlre pas les droites 
de l'autre six. Deux cubiques gauches, resullanles d'une meme 
surface quadrique, appartiennent toujours ä deux systemes con- 
jugues (et reciproquement), et se renconlrent en cinq poiuts. Deux 
cubiques gaucbes d'un memo sysleme ont un seul point comniun. 

127. Considerons mainlenant les courbes resullanles de l'interseclion 
de Fi avec une aulre surface FJ' du meme ordre. Generalemenl, cetle inler- 
scclion sera une courbe gauche du neuvieme ordre qui renconlrera 
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trois fois chacune des 27 droites: la courbe plane correspondanle est du 
memo ordre et passe trois fois par chaque point fondamental ; d'oü il suit que 

H 7 

cetle courbe, ainsi que la courbe gauche, est du genre -^- 3.6=10. 

La courbe plane peut avoir dix autres poinls doubles au plus; donc, deux 
surfaces eubiques peuvent se toucher au plus en dix points, sans 
que leur courbe din tersection se partage en courbes inferieures. 

Trois eubiques gauches foruient 1'interseelion de F 3 avec une surface 
eubique, lorsque leurs courbes planes correspondantes foruient ensemble une 
ligne V 2 Z 3 1 4 i «5 3 6' 1 du neuvieme ordre; telles sont par ex. les eubiques 
gauches correspoudanles ä une droite quelcunque et a deux courbes f'iWJoli, 
12H4 : 5 l tr du quatrieme ordre. 

Sous la meine condilion, deux courbes gauches du quatrieme ordre 
avec une droite peuvent former la courbe commune a Fj et F". Si les deux 
courbes gauches sont du genre 0 *), elles se coupent en huil points, et ren- 
contrent la droite, chacune deux fois. Si les deux courbes gauches sont du 
premier genre **), elles appartiennent ä deux systemes correspondants ä deux 
droites situees dans un meine plan: la troisieme droite de ce plan elant celle 
qui coniplete l'intersection des deux surfaces eubiques. Les deux courbes 
gauches se coupent en six poinls , et chacune d'elles rencontre deux fois la 
droite complemenlaire. Enfin, si des deux courbes gauches 1'une est du genre 
0 et l'aulre du genre 1 ***), elles se coupent en sept points; et la droite 
complemenlaire rencontre la premiere courbe en trois points et l'aulre en un 
seul point. 

Sous la meine condition, l'intersection de F 3 et F" peut resulter d une 
courbe du qualriemo ordre, d'une eubique gauche et d'une conique (ou de 
deux droites, mi?me non situees dans un plan); mais nous n'avons pas f inten- 
tion de nous arreter sur tous les cas possibles. 

Supposons que F, et f," aient en commun la courbe gauche 6' 42 (123.) 
qui correspond ä une courbe plane T2S456 du quatrieme ordre; les deux 
surfaces se couperont, en outre , suivanl une courbe gauche du quatrieme 

*) Par cx. teile« qui correspondent & la eubique i4W et ä la courbe 1*2*3*48 
du quatrieme ordre; la droite e"tant 6,. 

**) Par ex. celles qui corre«pondetit it une eubique 12S4S et ä une courbe 
1 1 234ö(i' > du quatrieme ordre; la droite conipltfinentaire est 6,. 

***) Par ex. celles qui corre*pondent ä deux courbe» 2.~4'W, r23'4ii(! du 
quatrieme ordre; la droite complernentaire est c tt . 
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ordre, donl la ligne pJnne correspondante sera une courbo 12 i 34?5 2 6 1 du 
cinquieme ordre; donc la deuxieme coarbe gauche esl du premier genre. Ainsi, 
deux courbes gauches C ia et 6' 4 , peuvent forraer l'intersection de 
F, avec une aulre surfaco eubique pourvu que les systemes 
(123., 125.) auxquels elles apparliennenl correspondent ä une 
memo droite; savoir, ä condilion que la premiere courbe coupe en trois 
points la droite qui n'esl pas renconlree par faulre courbe. Les deux courbes 
gauches onl buit poinls communs. Mais une courbe C S1 et une courbe 
C^, ne peuvent pas itre situees ä la fois sur deux surfaces du 
troisieme ordre. 

Comme cas particulier du precedent, l inlerseclion des surfaces Fj, Fl 
peut se coniposer d'une courbe C. 2 , d'une eubique gauebe et d'une droite 
renconlree deux fois par chacune des courbes gauebes. Celles-ci ont six poinls 
communs. 

128. Mais il y a Heu de considerer d'autres courbes gauches du cin- 
quieme ordre, difterenles de C 5J . En effet, si F? passe par une droite et 
par une eubique gauche, situees dans F», finlersection sera completee par 
une courbe gauche du cinquieme ordre, qui est (127.) du second genre en 
cas que la droite et la eubique gauche aient deux poinls communs. Mais, si 
la droile coupe une seule fois ou ne coupe pas la eubique gauche, on a des 
courbes gauches d'un genre inferieur. 

Le premier cas a Heu par ex. si la courbe plane du sixiemo ordre 
correspondante ä la complele interseclion de F, et F,' est composee de la 
coniquo 234~>fi (qui correspond ä la droile /;,), d'une courbe de quatrieme 
ordre 12' 3 456 (qui correspond ä une eubique gauche appuyee a 6, en un 
point) et d'une eubique f45fi; a celle-ci correspondra donc une courbe 
gauche C it du cinquieme ordre et du premier genre, qui coupe la 
eubique gauche en neuf poinls et la droile en trois poinls. On oblient celle 
meme courbe C 5 ,, lorsque les deux surfaces eubiques ont en eommun une 
courbe C' 4|l >; les deux courbes gauches ont alors dix poinls communs, et la 
premiero courbe rencontre en 0, 1, 2, 3 poinls les memes droiles que l'aulrc 
coupe en 3, 2, 1, 0 poinls resp. 

On nura le dernier cas si par ex. la courbe plane du sixieme ordre 
se decompose dans les trois lignes suivantes: la conique 234.16, qui cor- 
respond ä la droile b t \ une courbe /^ ! 3^ ! o f ff' du cinquieme ordre, qui 
correspond ä une eubique gauche nayant aueun point commun avec la droile 
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61', et une conique passant par le point /. laquelle correspondra par suite 
one courbe gauche C,„ du cinquieme ordre et du genre 0. Celle 
courbo coupe la cubique gauche en buit points, la droite 6t en qualre points, 
les droites 6 S , . . . , b 6 en trois points, les droites c^, . . . , en deux points, 
les droites a,, c„, . . . , c, 0 en un seul point, et les autres droites Oj, . . . , th 
en aucun point. 

De ces trois courbes gauches C 52 , C i(1 , C 4>ll du cinquieme ordre ce n'est 
que la premiere qui esl siluee sur une surface quadrique. Elle a quatre points 
doubles apparenls (c'esl-ä-dire que par un point arbitraire de Pespace on 
peut mener qualre droites ä reucontrer la courbe deux fois), au lieu que la 
deuxieme en a cinq et la troisieme six. La troisieme, la plus simple de toutes, 
est la seule qui admelte une droile qui la coupe en quatre points. 

129. Cette methode d etudier sur le plan E les proprietes des courbes 
tracees sur F 5 est si evidente et si facile, que nous nous bornerons desormais 
a enoncer des resultats. Ainsi, pour obtenir les courbes gauches du sixieme 
ordre qui font partic de Pinlersection de deux surfaces cubiques, il faudra 
cousiderer les cas suivanls: 

1°. Les surfaces F,, F s > ont en commun une section plane; lautre 
partic de l'intersection esl alors une courbe gauche (\, 4 du sixieme 
ordre et du qualrieme genre, qui resulte aussi de la rencontre- de F y 
avec une surface quadrique 122.); 

2°. Les surfaces F,, Fi' ont en commun une cubique gauche; elles se 
couperonl aussi suivant une courbe gauche C^, du sixieme ordre et 
du troisieme genre, qui a buit points communs avec la cubique gauche et 
coupe en 1, 2, 3 points les memes droites que la cubique renconlre en 2, 1, 0 
poinls resp. D'oü il suil que C öiJ , de meme que la cubique, correspond ä un 
cerlain double -six. 

3". Les surfaces F,, F,' passent ä la fois par une droile et une coniquo 
qui ifont aucun point commun. L'intersection est alors complelee par une 
courbe gauche C', i3 du sixieme ordre et du second genre, qui coupe 
lu couique en six points et la droite donnee en quatre points. Parini les autres 
droiles il y a 8, 9, 8, 1 qui sonl rencontrees en 3, 2, 1, 0 poinls resp. 

4°. Les surfaces F,, FT ont en commun Irois droiles qui ne so coupent 
pas; elles se renconlreront en oulre suivant une courbe gauche C^, du 
sixieme ordre et du premier genre, qui coupe chacune des trois droiles 
donnees en quatre points, etc. 

J<mrmü für M n th C m»tik M. LXVUI. Heft l. 12 
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De ces quatre courbes gauches du sixieme ordre, la premierc seule est 
situee sur une surface quadrique. Elles ont respeclivement six . sept, buit, 
neuf poinls doubles apparents. 

La courbe C M est celle que nous avons rencontree ailleurs (25, 78, 107) 
comme lieu des sommels des cones quadriques d un reseau. La courbe plane 
corrcspondunte peut etre une courbe generale du quatrieme ordre (passant par 
les six poinls fondamentaux); d'oü il rcsulte que, comme par ex. celte courbe 
plane a 28 langcntcs doubles et 24 tangentes slatiunnaires, de meine parmi 
les cubiques guucbes qui coupenl en deux poinls les droiles de b\ que C^, 
renconlre Irois fois, il y en a 28 qui loucbenl f,,j en deux poinls, el 24 qui 
onl avec celle courbe un conlacl du second ordre. 

De meine que pour les cubiques gauches, chaque double-six de- 
lermine deux syslemes conjugues de courbes du sixieme ordre 
et troisieme genre. Deux courbes apparlenant ä deux syslemes conjugues 
ont vingt points communs et forment la complele intersection de F s avec une 
surface du quatrieme ordre. 

130. II y a aussi une courbe gauche du sixieme ordre et du 
genre 0, mais eile n'est pas siluee ü la fois sur deux surfaces cubiques. On 
obtient cette courbe, en fuisant passer une surface du quatrieme ordre pur trois 
droiles, comme 6 t , 6 4 , l>,. qui ne se coupent pas. et par une cubique gauche 
(correspondanle a une courbo f l 2 1 3^456 du quatrieme ordre) qui renconlre 
cbacune de ces droites en un point. La courbe gauche resullante C^t cor— 
respond a une conique qui ne passe par aucun des points fondamentaux, et 
coupe la cubique gauche en huit points. Des 27 droites de F,, il y en a 
6, 6, 15 rencontrees par C\„ en 4, 0, 2 poinls resp. Cette courbe C ö( , a dix 
points doubles apparents. 

131. De f intersection des deux surfaces cubiques F 3 , F? il ne peut 
resulter plus que deux courbes gauches du septieme ordre C 7S et C v , 
et une seule courbe gauche du huilieme ordre C^ 7 ; on obtient ces 
courbes en faisant passer F',' par une conique, ou par deux droiles qui- ne se 
coupent pas, ou par une droile (de F s ) resp. 

II y a sur Fj, 27 syslemes de courbes analogues ä C„,7, chaque Systeme 
correspondant ä une droite de F 5 . Si le Systeme est donne, la courbe est 
determinee par quatorze points. Deux courbes d'un meme Systeme ,ont vingt 
points communs. 

L'intersection de F 3 avec des surfaces dordres superieurs donne d'autres 



Digitized by Google 



Cremona, memoire de giomllrie pure tur ies mir face» du troisieme ordre. 91 

courbes du 7% 8", 9% ... ordre. Par ex. , si par deux droiles qui ne se 
coupent pas et par une cubique gauche qui ne rencontre aucune de ces droiles, 
on fait passer une surface du quatrieme ordre, on a une courbe gauche 
C 7> , du septieme ordre et du premier genre, qui coupe la cubique en 
onze poinls et cbacune des droiles donnees en cinq points. Si par trois 
droiles qui ne se coupent pas et par une courbe C 4 ,„ qui rencontre deux de 
ces droiles en un point et ne rencontre pas la troisieme, on fait passer une 
surface du cinquieme ordre, l'intersection sera completee par une courbe 
gauche C 8> , du huitieme ordre et du premier genre, qui coupe C 4U en 
seize points, les deux premieres droites en cinq points et la troisieme en six. 
Enfin, on obtienl une courbe gauche du neuvieme ordre et du premier 
genre, lorsque finlersection de F 3 par une surface du sixieme ordre se de- 
compose en deux courbes du meme ordre; etc. etc. 

132. On vient de voir qu'ä une möme courbe sur F,, dont l'ordre 
et le genre soient donnes, correspondent en E des courbes planes dordres 
differents, mais toujours d'un meme genre*). En nous bornant a considerer, 
pour chaque genre, la courbe plane de l'ordre le plus pelil possible, nous 
pourrons donner le resume suivant: 

1°. A une droite en E correspond, en F,, une conique ou 
une cubique gauche, suivant que la droite passe ou ne passe pas 
par un des points fondamentaux. 

2°. A une conique en E correspond, en F,, une courbe 
gauche C 4>1) , ou C SII , ou C,,,,, suivant que la conique passe par 2, 1,0 
points fondamentaux. 

3°. A une cubique (generale) en E correspond, en F,, une 
cubique plane C M , ou une courbe gauche C 41 , ou G' v , ou C^,, ou 
Cj,, ou C^,, ou C,,, suivant que la cubique donnee passe par 6, 5, 
4, 3, 2, 1, 0 points fondamentaux. x 

Etc. etc. 

133. Soit en general donnee, dans le plan E, une courbe dWdre », 
qui passe « 2 , .... a h fois par les poinls /, 2, . . ., 6 resp. et qui est douee 
de d poinls doubles et k points de rebroussement, silues ailleurs. L'ordre de 
la courbe gauche correspondanle en F, sera evidemment 3« — Sa, et son 



*) \Teoria geom. delte superficie, MJ. 
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genre sera celui meme de la courbe plane, savoir 

!(•— l)(n— S)— 1)— (6+A). 

Or, une courbe gauche d'ordre 3w — .2«, douee de d points doubles, h re- 
broussemenls et h points doubles apparents. est du genre donne par la fonnule 

^ (3« - -5« - 1 ) (3« - _« - 2 - I, ~ (I + Ar, 

donc 

h _ 4»*-3ii(^«+l)+K^«+l)*+i(.2«*-i). 
Connaissant, de cette maniere, l'ordre de la courbe gauche (designons-Ie par im) et 
les nombres des points doubles efleclifs et apparents. on peut, d'apres Ie9 for- 
raules dues «i M. Cayley, calculer les aulres caraetcrisliques de la courbe; savoir 
l'ordre de la developpable osculalrice 

(j = m {m -V - 2 (A + d) - 3* = n (» + 3) - 2 a a + 1 ) - (2<f +3*), 
la classe de cette developpable 

v - 3m >-2;-fi(H</)-8» = 3> ! -2V - firf-SA-., 
le noinbre des plans osculateurs stationnaires 

a = ft+ 2 [v - m) = 6» (» - 1 ) - 2_« (3« »1-3 4rf+ 5Ar), 
la classe de la developpable bitangente 

= i«> 3 -l ; ,/i-r6 ;+ J-«'(-a-fl )- J [2rf+3A+^«>-r 1 )][2» l +6n-9-2rf-3Ar-^a-] 

4- ^ (2rf + 3A + Za-7) + d, 
le nombre des plans qui touchent la courbe en trois points 
/ = | [f q - 2) y - p (3i ' + m) + 6r + 1 0 (a + m)] , elc. etc. 

Reciproquemcnl, ces nombres expriment aussi des proprietes de la 
courbe plane donnee; c'est-ä-dire que dans le Systeme des eubiques pnssant 
par les six points 123456, il y en a a qui ont un contact du troisieme ordre 
avec la courbe donnee., et / qui touchent cette courbe en trois points distincls; 
que dans un reseau de ces eubiques. il y en a r qui ont un contact du second 
ordre avec la courbe donnee. et y qui la touchent en deux points dislincts; 
et que dans un faisceau de ces meines eubiques. il y en a p qui sont tan- 
genles ä la courbe donnee. 

Observons en outre que la courbe plane donnee passe o r Ibis par le 
point fondamental r, coupe en 2b — (£a — «„) points (differents des points fond.) 
la conique qui passe par les points fond. excepte r, et coupe en «—(«,+«,) points 



Digitized by Google 



Cremona, memoire de giomitrie pure lur les turfact* du Iroitieme ordre. 93 



(diflerents des points fond.) la droite n; donc la courbe gauche correspondante 
rencontrera la droile a, en a, points, la droile b r en 2n + a r — poinls et 
la droile c r , en » — («, + «,} poinls. 

134. Qu'il nous soit permis de faire mention speciale du cas dans 
lequel tous les a sont nuls, c'est-ä-dire quo la courbe plane ne passe par 
aueuu des poinls fondamenlaux. Alors, la courbe gauche qui est de 
l'ordre 3», correspond ä un cerlain double-six. dont eile coupe 
2h fois les droites d'un six, et ne rencontre pas les droites de 
l'aulre six; tandis que chacune des autres quinze droites est 
rencontree par la courbe gauche en » points. Cbaque double-six 
delermine donc doux syslemos conjugues de courbes gauches 
annlogues; si le sysleme est donne, il y a unc (sculei courbe qui passe 

par - — points donnes arbitrairement; et deux courbes d'un meme Systeme 

ont » 2 points communs. 

La courbe gauche d ordre 3«, correspondante a la courbe plane d'ordre 
n qui ne passe par aueun point fond. et la courbe gauche du meine ordre, cor- 
respondante ä la courbe plane d'ordre ön qui passe 2h fois par chaque point Fond., 
formen! ensenible Tinlerseclion complete de F s avec une surface d'ordre 2n, 
et appartiennent ä deux syslemcs conjugues (relalifs au meme double-six). 
Ces deux courbes gauches ont 5» J points communs. Si elles n ont pas de 
points doublcs (c'est-ä-dire, si les courbes planes correspondantes ifen ont 
pas au dchors des poinls fond.), ou bien si elles en ont le memo nombre, toules 
les caracleristiques seront communes aux deux courbes gauches. Ces caracte- 
ristiques sont (en supposant qu'il n'y ait pas de points doubles): 
ordre 3«, 

genre \(n— — 2), 

nombre des points doubles apparcnls »(4n— 3), 

ordre de la developpnble osculatrice »(n-f3), 

classe de cetle devcloppable 3»', 

nombre des plans osculaleurs stationnaires 6/i(«— 1), 

classe de la developpable bilangente ]« »•— 1 : » + 

nombre des plans tritangents i »(»-1)(» 4 + 10»*+ 7« 5 -74»+ 48). 

etc. 
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ChRpKre ueuvleiue. 

Surfaces quadriques qui coupent une surface du troisieme ordre 

suivant des coniques. 

135. Deux coniques situees dans une surface donnee F s du 
troisieme ordre et dans deux plans passant par deux droiles (de 
la surface), qui, comme o,, o a , se coupent, ont toujours deux points 
co mm uns: puisque la droite commune aux deux plans rencontre chaque co- 
nique en deux points, et (Tailleurs cette droite ne rencontre F 3 qu'en deux 
points, outre le point a l b 2 ; ces deux points sonl donc communs aux deux co- 
niques. Et reciproquement, si deux coniques (de la surface) ont deux points 
communs, la droite qui joint ces points, etant Tintersection des plans des 
coniques, coupera la surface en un troisieme point qui sera commun aux deux 
droites de la surface. siluees dans ces plans. 

Au contraire, deux coniques (de la surface) situees dans deux plans 
passant par deux droiles qui, comme a,, a,, ne se coupent pas, ont un seul 
point commun, ainsi qu'on a dejä remarque (118.). Et deux coniques situees 
dans deux plans passant par une meme droite a,, n'ont aucun point commun, 
car elles coupent o, suivant deux couples de points conjugues d'une certaine 
involution (109.). 

Par consequent, une droite de la surface, comme «, , rencontre en 
deux points toute conique situee dans un plan passant par <*,, et en un seul 
point toute conique situee dans un plan passant par une droite qui ne coupe 
pas a,; mais la meme droite o, ne rencontre pas les coniques donl les plans 
passent par des droites appuyees sur o,. 

136. Deux coniques (de F,) situees dans deux plans passant par o,, 
i 2 , resp.. ayanl deux points communs, formen! la base d'un faisceau de sur- 
faces quadriques, dont chacune coupera F, suivant une troisieme conique situee 
dans un plan passant par la droite G a qui rencontre a, et b. *). Celte troisieme 
conique peut elre choisie arbitrairemeul; car, la base du faisceau contenant 
quatre points de toute conique situee dans un plan passant par c n , un autre 
point quelconque de celle-ci suflit pour determiner la quadrique (du faisceau} 



*) Lea plaus de» trois coniques i'urment une »urface eubique qui coupe F t suivant 
trois coniquea et troia droites; les trois coniques ötant dans une »urtace quadrique, 
lea trois droites seront dans un plan (11. note). 
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qui passe par celte conique. II y a donc une (seulc) surface quadrique 
qui passe par Irois coniques situees dans trois plans menes arbi- 
traireiuent par a,, 4 2 , c„ resp. Reciproquement, si une surface quadrique 
rencontre F 3 suivant Irois coniques, les plans de celles-ci couperonl de nouveau 
Fi suivant trois droites situees dans un meme plan (11. nole). D'oü il resulte 
que trois couples quelconques de points conjugues des involutions, qui sont 
marquees sur o,, b t , c u resp. par les coniques de la surface J09.;, appar- 
liennent ä une menie courbe du second ordre (qui n'est pas situee sur F s ). 

137. Soient A, B deux plans bitangenls de F } , menes Fun par a, 
et l'autre par 6 2 ; par les deux coniques (A), (/>' . conlenues dans ces plans, 
on pourra faire passer deux cones quadriques, dont les sommels seront sur la 
droile reeiproque de l interseet AH, par rapporl ä une surface quelconque 
du second ordre passant par (A) et (B). Nous pouvons fixer arbitrairenienl 
un plan C passant par C u ; et la surface quadrique {ABC; passant par les co- 
niques (yi), (ß), (C) suffira pour determiner la droite qui joint les sommels 
des deux cones. 

Si Ton fait tourner le plan B autour de 6,, la quadrique [ABC) en- 
gendrera un faisceau (AC), et la droite AB produira, dans le plan A et autour 
du point o,6j, un autre faisceau projeclif au precedent. Les droites de ce 
faisceau sont coupees par la droile AC en des poiuts dont les plans polaires, 
par rapporl aux surfaces correspondantes du faisceau (AC) y passent par une 
möme droite (la reeiproque de AC par rapport aux quadriques [AC))\ et sem- 
blablement les plans polaires du point <i s />. . par rapport aux quadriques (AC) 
passent par une meme droite. Donc les plans polaires des poinls a, 6 2 et ABC, 
par rapport a la surface [ABC), si B est variable, engendreront deux faisceaux 
projeclifs, et par suile le lieu de la droile reeiproque de AB est un 
byperbololde J A , dont les generatrices de l'autre Systeme sont 
evidemment les droiles reeiproques de AC par rapport ä la qua- 
drique (ABC), oü le plan C soit variable autour de c n . Los droiles 
AB, AC se coupent au point ABC; leurs reeiproques seront par suite dans 
le plan polaire de ce point par rapporl ä la surface K ABC). L'hyper- 
bololde J A est donc Tenveloppe du plan polaire du point ABC 
par rapport ä la quadrique (ABC), oü A est fixe, Z?elC variables. 

Un point quelconque de Tespace est Pintersection de trois plans A, B, C, 
qui donnent une quadrique (ABC); et reciproquement, toute surface (ABC) 
determine un point de l'espace. L'byperbololde J A est l'enveloppe des 
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plans polaires des poinls du plan A par rapport aux sorfaces 
(ABC) qui correspondent ä ces points. 

Des que les droiles reciproques de AB, AC sont situees dans le plan 
polaire du point ABC par rapport n la quadrique (ABC), le point commun ä 
ces reciproques est le pole du plan A par rapport d la meme surface; l'hyper- 
bololde J A est donc le Heu des poles du plan fixe A par rapport 
aux quadriques 'ABC). 

Les surfaces (ABC) passent par la conique fixe (J), donc les plans 
polaires du point n l b l se coupent suivant la droile polaire de ce point par 
rapport ii la conique (A). D'oü il resulte que l'hyperbololde J A rencontre le 
plan A suivant la droite polaire du point a t b 2 par rapport ä la conique I . 
et analoguement suivant la droite polaire du point a, C a par rapport ä la 
ineme conique. 

138. Designons par o le point 6,«?,,; une droite quelconque ol est 
finterseclion de deux plans B, C. Soient /, m, n les points conjugues har- 
raoniques de o par rapport aux couples de points d'inlerseclion des coniquos (2J), 
(C) avec les droiles ol, 6., c l3 ; les droites Im, In seront alors les polaires du 
point o par rapport ä ces coniques, et par suile Imn scra le plan polaire de 
o par rapport aux quadriques du faisceau (BC). En outre, si Ton raene par o 
dans le plan B une droile quelconque, qui coupera la conique (B) et par suite 
la surface F, en deux points, le point conjugue harmonique de o, par rapport 
ä ces intersections, tombera sur Im; donc Im et de meme la apparliennent ä 
la quadrique 0, premiere polaire de o par rapport ä F } ; en d'autres termes. 
le plan Imn est langent en / ä cette quadrique polaire. D'oü il resulte que 
les plans polaires du point o par rapport ä toutes les quadriques 
(ABC), quels que soient A, B, C, enveloppent la quadrique po- 
laire de o. 

On se souvient que l'hyperbololde J A est l'enveloppe du plan polaire 
du point ABC par rapport aux quadriques [ABC), A etant fixe; or, si le plan 
A vient colncider avec le plan tritangent «,^c l2 (dans lequel cas, la quadrique 
[ ABC) se reduit aux deux plans B, C), tous les points ABC tombent sur o; 
donc, l'hyperbololde J t , correspondant au plan A — a,6.,c,j , n'est 
autre que la quadrique 0 polaire de o. 

139. Si le plan Imn est mobile autour d'un point fixe i de Tespace, 
son enveloppe sera un cone circonscrit ä la quadrique O; le point / decrira 
la conique de contact, et par suite le lieu de la droile ol sera un cone qua- 
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drique, qui passcra loujours par les droiles o 2 , c, ; car, ces droites elant 
situees sur (), les plans io ; , ic„ louchent cetle surface, quel que soit i, en des 
poinls apparlenant aux inemes droiles fr, , c, 7 . 

Soil p le point ABC oü ia droile ol rencontre un plan fixe A (passant 
par «,). Si ol tourne aulour de o, le plan polaire de p par ruuport ä la 
quadrique (ABC) enveloppe Hyperboloide J ,, Or, comme les plans tangenls 
de 0 correspondent projeclivemenl aux droites par o (au plan qui louche 0 
en / correspond la droite ol el inversemenl), de meine aux plans taturents de 
J , correspondront projectiveincnl les droiles par o, de la maniere sufvanle. 
Un plan langen! de J t coupe ,-1 suivaul une droile, donl le pole p par rapporl 
ä la conique \A) delerinine la droile correspondante ofp. Reciproquement, une 
droile par o renconlre A en un poinl p; el par la droile polaire de p, par 
rapporl ä la conique [A\ il passera (oulro A) un plan tangent de J qui esi 
le plan correspondanl ä la droite mcnee par o. 

Les plans tangents de J A qui passent par le poinl » erlveloppent un 
cone qui ooupera A suivanl une conique; la polaire reciproque de celle co- 
nique, par rapporl a la conique (/l), est vue du poinl o suivanl un cone qui 
passe par les droiles 6,. c„. quel que soil ä cause des deux plans menes 
par »' el par les droiles polaires des poinls «,6,. a t e a pnr rapporl ä la conique 
(A) (137.). Ce cone el l'autre cone, forme par les droiles ol correspondanles 
aux plans tangents de 0 qui passen! par f, se couperont suivanl deux droiles 
(oulre A, el c,j); c'est-ä-dire que par un poinl quelconque i passent 
deux couples de plans correspondants tangents ä 0 et J oü Ton 
dil correspondaiih deux plans qui correspondent ü une meme droite ol. 

Soit g la droite suivant laquelle se coupent deux plans tangents cor- 
respondants de 0, J ,, savoir les plans polaires des points o et ABC, par 
rapport ä une meme surface (ABC); ou mieux, soit g la reciproque de Ia 
droile BC par rapport u la surface [ABC)* oü le plan A est donne arbilraire- 
menl. II resulte de ce qui precede, quo les droites g correspondanles 
ä toutes les couples possiblcs des plans B, C (g est independanle 
de A) formen! un le] Systeme que par uu point arbitraire » de 
Tespace passent deux droites g. 

140. Froposons-nous maintenant de trouver les poinls de l'espace pour 
lesquels les deux droiles g coincidcnt. 

Si la droite ol est langeute en / ä la surface cubiqne F et par mite 
ä loule surface quadrique du faisccau (Z?Cj, le plan polaire de p par rapport 

Jouro.l nir Malhcm.tik Bd. LXVIII. Heft J. 1 3 
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n celle quadrique passera par /; donc, parmi les plans tangenls de J A menes 
)iar /, il y en a uti. donl la droitc correspondanle est olp. Placons le point 
i en /. Les plans langents menes du point o a la surface 0 passent par les 
deux generalrices Im, In et ont leurs points de contact sur celles-ci; les droites 
correspondanles issues de o formen! donc deux plans, olm el oln (savoir Ii et 
C). ()r, au cone de sommet /, circonscrit ä J A , correspond un cone de sum- 
met o qni passe par o/, ainsi qu'on vient de le voir; donc les deux droites qui. 
pour un point quelconque »', resullent de f intersection des deux eones de sommet 

0 (139) se reduisent, duns co cas, ä la droile unique ol; c*esl-ä-dire que 
les poinls communs ä F, et ä 0 sont tels que par chacun d'eux 
passe une seule droile g. 

141. Le point i seil, en second lim. le sommel d'un cone quadriqtie 
passanl par los coniques (J?l, ;C). Comme le choix du plan .4 pour la de- 
lermination de la droile g est arhilraire, on peul supposer que ce plan passe 
par i. Alors, i elanl sur la droite reeiproque de DC (ou olp) par rapport ä 
loule quadrique du faisceau (BC \ le plan polaire de o relalif ä la quadrique 
ABC) passera par i; de plus, le meme plan polaire est tangent en / a la 
surface 0; donc, il passe par i un plan tangenl de 0 dont le poiut de conlact 
est /, et par suile la droite correspondante est olp. 

Aualoguemenl, / est situe dans les plans polaires de tous les points de 

01 par rapport ä la quadrique [ABC -, cest pourquoi les points i, p sont con- 
jugues relativement a la conique {A). 

(,)uanl ä rhyperboloidc J 4 , ses plans langents menes par i coupeut A 
suivant des droites croisees en t, dont les poles par rapport a la conique A 
se trouvent sur la polaire de i, qui est une droite passant par p. D'oü il suit 
qu'au cone de sommet i circonscrit ä 0 correspond un cone A' de sommet o, 
passant par ol; el au cone de sommet i circonscrit ä l'hypcrboloide J , cor- 
respond (outre le plan o.^c^) un plan E passanl par op et par la droile po- 
laire de i, par rapport a la conique (A\ Or. on peut demonlrer que ce plan 
E est tangenl au cone K suivant op. 

En eilet, le plan qui passe par i et krache 0 en I conlienl un groupe 
harmonique de qualre droiles, savoir les droites Im, In, generatrices de la sur- 
face, la droile Ii generalrice du cone circonscrit . de sommet i), el la droile 
Ij tangente en / a la conique de conlact (oü j soit la trace de celle droite 
sur le plan .4). En projelant du point o sur le plan A ces quatre droiles 
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harmoniqucs. on n les droites tf, *) qui formeront de meine un groupe 
hannonique. Mais d'un autre cote. la couple de plans BC, le cone {BC} et 
la quadrique [ABC) apparliennenl ä un ineme faisceau ; donc, la conique (A) 
doil passer par les quatre poinls oü les droites inlerseclions du cone avec A 
rencuntrent les droiles AB et AC (savoir pH et pr); c'est pourquoi la droile 
polnire de i par rapport ä la conique (A) est la conjuguee hannonique de pi, 
par rapport aux droites pu, pt>: en d'aulres termes. la droite pj est la polaire 
de * par rapport ä la conique (A). 

Donc. le plan /•.* est tangenl au cone K suivant op; et par consequent 
le point t est tel qu'il est situe sur une seule droite g. 

142. La droite g, reeiproque de la droile BC par rapport a loule 
surface du faisceau [BC . est siluee (137.J sur les hyperholoides J„ et J,- 
Inversement. J D est le lieu de la droite reeiproque de BC (oü B est fixe et 
et C variable) par rapport aux surfaces du faisceau BC , et aussi le lieu de 
la droite reeiproque de BA (oü B es! fixe et A variable) par rapport aux 
surfaces BA). Kt de meme pour J c . Or, on a demonlre qu'il passe par 
tout point de Tespace deux droites g, reeiproques de BC, et analogueinent 
deux droites reeiproques de CA, et deux droites reeiproques de AB; donc, 
par tout point de Tespace on peut faire passer deux hyperbo- 
loldes J.i, deux by perbol oides ./,, et deux hyperbololdes J r . Et de 
ce qui precede il resulte que, si i est le soromet d'un cone quadrique coupanl 
F 3 en trois coniques (A), [B), (C), par i il pa9se une seule droile reeiproque 
de BC, et de meine une seule droile reeiproque de CA et une seule droile 
reeiproque de AB; donc par i il passe un seul hyperbololde J 1t un seul hyper- 
boloide J B et un seul hyperbololde J c . C'e9t-a-dire que le lieu des som- 
mels des cones quadriques qui coupent la surface eubique F, sui- 
vant trois coniques {A). (B), (C) coTncide avec l'enveloppe des 
hyperbololdes de chacune des trois series J A , J B , J c . Ce lieu 
passe par les trois courbes gauches (du quatrieme ordre) suivant 
lesquelles F y est coupee par les quadriques polaires des poinls 
o, u, v (140.1. 

Vu que ce lieu a la propriete que par chacun de ses points il passe 
une seule surface enveloppee de chaque serie, il s'ensuit que l'enveloppe et 
l'enveloppee se touchent partout oü elles se rencontrent. La courbe de con- 



*) «, v designent les points a t b t , a.c,,. 
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lad esl finterseclion de deux enveloppees successives. el esl par suile du qua- 
Irieme ordre: donc fenveloppe est une surface du quatrieme ordre; 
les courbes de conlact de deux enveloppees de la meine serie 
sont situees sur une mt'tne surface du second ordre: etc.*). 

143. Considerons maintenant le faisceau des surfaces quadriques S qui 
passeiil par la courbe gnuebe du quatrieme ordre, intersection de b\ avec O, 
premiere polaire de o. Deux surfaces S couperont de nouveau la surface 
eubique suivant deux coniques; la droile commune aux plans de ces coniques, 
ayanl qualre points communs avec t\ (les qualre poinls oü celle droile ren- 
contre les deux coniques). sera situee loul enliere dans celle surface. ()r. 
une des surfaces £ est la quadrique 0, pour laquelle la conique resullantc est 
la couple de droites b,. c n ; el la droile oh le plan de celles-ci coupe de 
nouveau h\ est a, ; donc, les surfaces S coupenl t\ suivanl des coniques dout 
les plaus passeiil par la droile a, . Kl reciproquemenl, lout plan A s mene par 
o, . remonlrcra t\ suivanl une conique siluee dans une surface S , du faisceau 
qu'on considere. Les plans A el les quadriques S 4 formenl evidemment deux 
faisceaux projeclifs, propres a engendrer la surface donnee F 3 (111.). 

Les plans polaires du point o par rapport aux quadriques S fonl un 
faisceau projectif a celui de ces quadriques: le lieu des coniques de conlacl 
des quadriques S avec les cones circonscrils de sommel o sera donc (112.) 
une surface 3 du Iroisieme ordre, passant par la base du faisceau (S) et par 
les droites 6., c n (qui formenl l'inlerseclion de 0 par le plan polaire cor- 
respondant). En oulre, la courbe-base du faisceau (S) sera finlerseclion de 
3 avec la premiere polaire de o par rapport ä 3, savoir avec la quadrique 
S 55 0) qui passe par o; donc les surfaces eubiques 3, t\ se louchenl sui- 
vant une courbe gauche du quatrieme ordre el se coupenl en deux droites; 
c esl pourquoi elles se confondronl en une seulo et meme surface. Cest-ä — 
dire quo toule quadrique S f coupe t\ suivunt une conique donl le 
plan A est le plan polaire du point o par rapport ä S mi : en d'aulres 
termes, la surface eubique F s est le lieu des courbes de conlacl enlre les 
quadriques S el les cones circonscrils de sommel o. II resulle d'ici que les 
sommels des qualre cones du faisceau S sonl silues en F,, el que les plans 
langenls a ccltc surface en ces qualre poinls sonl des plans trilangenls passant 
par a, . 



•j [Teoria geom. delle super ficic, ^7.] 
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144. St A et B soiit deux pluns donnes (passant par a, et b } resp.), 
les quadriques Ali; formen! im faisceau auquel appartient ia couple des plans 
A, B. Le Heu des courhes de conlact entre ces quadriques et les cones 
eirconscrils de summet u est. d'npres un Iheoreme general 112. , une surface 
eubique; mais, pour la quadrique composee des plans A, B, ou peul regarder 
In eourbe de contacl comme epanebee sur le plan B; ce plan apparticnt donc 
lout enlier a la surface eubique. C'esl-ä-dire que celle-ci se reduiru au 
plan /.' et ä une surface quadrique S f contenant la conique (A) et les coniques 
d'intersection des surfaces AB avec les plans polnires de o. 

D'ailleurs. la base du faisceau (AB) doit elre la eourbe d'intersection 
de la surface eubique B— avec la premiere polaire de o par rapport ä celle 
surface, donc A est le plan polaire de o par rapport ä II en resulle, de 
plus, que ^ passe par les sommels des deux cones du faisceau [AB) et y est 
touebee par deux plans. qiii font parlie du faisceau des plans polaires de o et 
(par suite) se coupent suivant une droite situee dans le plan B. 

D'apres cela, les surfaces ^ et passen« ensemble par la conique 
i .l , et ont A pour plan polaire du point o. Or, si du poinl o on mene 
les tangentes ä la conique B\ les points de contacl seronl situes en 2£, cur 
ils doivent appartenir ä une quadrique quelconque du faisceau AB) et au plan 
polaire de o, correspondant. Mais ces meines points appnrliennent aussi ä la 
eourbe de contacl de F, avec le cone circonscril de somtnet o, et par suile 
ü S ,; donc les quadriques et S, t ne Tont qtfune seule el meme surface. 
C'est-ä-dire que Sa esl ' c des courbes de conlact de toules les 
quadriques (ABC; (oü A est fixe) avec les cones eirconscrils de 
so mm et o; et par consequent S contient les sommels de lous les cones du 
Systeme (ABC), oü A soit fixe. 

Si le plan A est donne, les sommels des cones (ABC) sonl donc 
situes dans chacune des surfaces S, et J, ■137.;; ainsi le lieu de c<-s 
sommels esl ia eourbe guuebe du qualrieme ordre, in tersection 
de ces deux quadriques. Et si Ton fait varier A, le lieu de cette 
eourbe gauclto, commune aux deux surfaces correspon danlcs S, 
el J f , sera lu surface du quntrieme ordre (lieu complet des som- 
mels de lous les cones ABC ), que nous nvons dejä trouvee comme en- 
veloppc des iiyperboloides ./. N'alurellement, la meine surface du qualrieme 
ordre est aussi le lieu de la eourbe gauche du qualrieme ordre commune ä 
deux surfaces correspondanles S B et J„ , ou S c el J c ; S„ et S c ayanl par 
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rappOli aux poinls u, e et aux plans B, C la meme significalion que S , par 
rapport au poinl o el au plan A *). 

145. Considerons de nouveau les Irois droites o,, b }} c„ situees dans 
un meme plan tritnngent. Soienl Sl, 53 deux plans passant par a,, b t resp. 
el coapanl la surface F s suivanl deux coniques tungentes a a M b, aux poinls 
«, p'. Les qundriques du faisceau 2123 renconlrenl le plan «,/>, suivant des 
coniques ayant un double eontact aux poinls «, (i; et reciproquement. toute 
conique Inuchee en et, (i par les droiles «,, b 2 sera la trace d'une surface du 
faisceau. Or, parmi cos coniques il y a la conique infiniment aplatie (tt/?) 5 
formet par la corde de eontact estimee deux fois; dans le faisceau il 
y a donc un cone tangent au plan a x b, suivant la droile aß. Cette droite 
renconlre e,, en un point y; en cc point, c n sera langenle ä ce cone et, par 
suile, aussi a une conique siluee simultanement en F 5 , dans le cone et dans 
un plan C (pur c 13 ). Donc, les six points oü les droites 6., e l7 
touchenl la courbe parabolique de F 3 (109.) sont dislribues, Irois 
a Irois, sur qualre droites qui sonl les generatrices de conlacl 
du plan o,6..c i: avec quatre cones quadriques lesquels contiennenl. 
Irois a trois, les six coniques (21), (©), (<$) tangenles aux droites 
o, , bti Cj , , uux points susdits. Les deux poinls analogues ä « sont les 
eleinents doubles d'une involution, dans laquelle les poinls <i,r,. sont 

conjugues (109.); donc les droiles a n 6 2 , c n sont les diagonales du quadri- 
latere forme par les quatre droiles ttßy. 

11 y a un second cone qui passe par les coniques (II), (8), outre celui 
qui touclie le plan a,6, suivant etfy. Les plans tangenls communs aux deux 
coniques enveloppent ces deux cones; le sommet du nouveau cone sera donc 
le poinl commun aux trois plans suivants: le plan o,6,, le plan des droiles 
langenies qu'on peut mener du point a t b 2 aux deux coniques (oulre 6,), el 
le plan des droites polaircs de ce meme point par rapport aux deux coniques. 

Represenlons les qualre cones tangenls au plan o,A, et les six coniques 
suivant lesquelles ils coupent la surface Fj, par la notalion suivante: 

Ä --(«©«), St = U" = {«W:, ff"' == («'©'<£). 

Les cones H. v' se coupent suivant la conique ,'1 el, par suitc, sui- 
vant une aulre conique (non siluee en F 3 ); ils auront donc deux plans tan- 
genls communs, donl Tun esl «i^c,,; l'oulre soil .7. Ce plan n est tangenl 

•) Cliaeun des 4ü plans tritangents doime lieu i\ une surface analogne du 4' ordre. 
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aux cinq coniques 21, 33\ ß), SV. i (£' , siluees en S\ , ft'; donc, il sera 
langent aussi aux cones Ä" et Ces quatre cones Ä, Ä", onl, par 

consequent, deux plans tangents comnmns, a l b i e ll .c\ n; d'oü il resulte que 
leurs sommets sont alignes sur uue seule et meine droile (finter- 
seclion des plaus a t b 2 c n et n). 

146. Passons ä considerer les coniques (/l), (ßj, (C) qui so decom- 
posent en lignes droiles. 

Pormi les plans A il y en a qualre (oulre a t btC n ) qui coupenl F s 
suivant des couples de droites; et de meme pour les plans Ii et C. Si nous 
considerons le plan A qui conlienl les droites ä,c,j et le plan B qui conlient 
« 3 c J7 , les coniques (6»c, 3 ), (a 3 c yi } doivenl se couper en deux poinls : 135.) sur 
la droile AB; donc 6 3 rencontre r 3V , et c, 3 rencontre a s . Les plans A 3 c 3 ,, 
Oj Cu couperont F 3 suivanl deux droites nouvelles, a 2 et b ( , Or, des neuf 
droites (a,/>., c l3 ) a...ö 3 c.,) «,4,^ qui resultent de l'inlerseclion de f 3 par Irois 
plans, il y en a Irois a,A 3 c l3 dans le plan 4, et Irois autres aji.c^ dans le plan 
Ii; donc, les trois droites restuntes a { 6,c rJ seront dans un meine plan C. 

11 resulte d'ici que les 24 droites, siluees dans les 12 plans Irilangenls 
qui passent par o,, 4., e n (oulre a,b 2 c n ), sont aussi distribnees en 16 couples 
(lautres plans Irilangenls: chacune de ces couples etant delerminee par deux 
plans (tritangenls) A et Ii choisis arbilrnirement. Au moyen de ces deux 
plans, est determine aussi un plan correspondanl C. 

Si nous concevons Irois plans A, B, C coupanl F 3 suivant six droiles 
(oulre a, , c n ) qui nc soienl pas placees dans une couple de plans, ces 
six droiles apparliendront (136. ä un hyperbolo'ide (ABC) du sysleme con- 
sidere ci-dessus. Chacun des qualre plans A peul elre combine avec chacun 
des qualre plans B et avec chacun des qualre plans C; mais il faul exceptio 
les 16 combinaisons qui donnenl six droiles placees sur deux plans; le Sy- 
steme des quadriques (ABC; conlient donc 4.4.4—16 = 48 liyper- 
bololdes H, chacun desquels rencontre la surface eubique F a sui- 
vant six droiles. 

Des six droites communes ä F 3 et n un hyperboloide //, Irois appar- 

liennenl a un möme sysleme de peneralrices de celui-ci, et les Irois restantes 

ä faulrc Systeme*); on peut donc, de six manieres difl'erentes, dislrihucr ces 

*) Luc surt'acc eubique nc peut jamais eontenir quatre droites d'un hyperboloide. 
d'un mfime Systeme de p-encVation ; enr tonte pe'neVatrice de lautre sys'teme aurait 
quatre point*' comniuns avec la surl'ace eubique, et des lors serait »ituee eiititrement 
sur cclle -ci. 
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droiles en Irois couplcs telles que les droiles de chaque cnuple soient dans un 
plan. Chaque inaniere dnnne Irois plans conlenant lea six droilcs et coupant 
F, suivanl Irois droiles nouvelles. qui seront dnns un memc plan, car les six 
premieres droiles npparliennent ä une surface du second ordre. Ton» Hyper- 
boloide II fail donc pnrtie de six systemes de quadriques. ana- 
logues « eclui des surfnecs ABC) foumi par Ic plnn a,b,r t2 . Le nombre 
de ces syslemes esl 45. rliaquc Systeme correspondant a un plan trilangent: 
donc le nombre total des Hyperboloides qui renconlrent F, sui- 
vanl six droites est "360. 

147. Un hyperboloide // est delermine par Irois droiles (de F,) qui 
ne se renconlrent pas. Or. trois droites (de F,) qui ne se renconlrent pns 
sont coupees par trois aulres droites qui de meine ne s'entrecoupenl pas 116. ; 
ces six droiles formeront donc l'interseclion de // et F, . C'est-ä-dire que 
tont hyperboloide coupant F, suivanl Irois droites qui ne se ren- 
conlrent pns, coupe la nienie surface suivant trois autres droiles. 

II y a donc 2.360 groupes de trois droiles (de F 3 ) qui n'onl 
nueun point d'interseclion: ces groupes sont conjugucs deux ä 
deux; les droites d'un groupe rencontrent les droiles du groupe 
conjugue: et les six droites de deux groupes eonjugues appar- 
tiennent ä un seul et in^me hyperboloide. 

C hapilre «lUIrme. 

Proprietes diverses. 

148. Soient T, 7" deux plans trilangenls (de la surface cuhique F,) 
qui se renconlrent suivant une droite non placee sur F 3 ; et soient a,b, c„, 
a.b s c 2i les droiles de la surface comprises dnns ces plans. Des que la droite 
77" coupe Fj en trois points Willemen t. ces points seront eommuns nux couples 
de droites a,6,. b,c v .. a,c n . Les plans <i,6,, b.c^. n } c tl rencontreronl F, sui- 
vant trois nouvelles droites c n . flj. b, resp. , qui seront duns un nieme plan, 
car de ces neuf droilcs resullantes de l intersection de /• . avec trois plans. il 
y en a six placees sur deux autres plans T. 7". 
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Ainsi les trianglcs f.... a en determinenl qunlre 

autres, et les cötes de ces six triangles sont les inlersections 
mutuelles de deux groupes de trois plans, c'esl-ä-dire, des 
faces de deux triedres, que nous dirons conjugues. 

Deux plans Irilangcnts quelconques, dont la droite d'intersection ne 
soit pas siluee sur F 3 , pcuvcnt servir de faces ä un triedre; la troisieme face 
en resulie delcrminee. Ces trois plans contiennent ncuf droites qui se coupent 
en neuf points communs ä F s et aux areles du triedre. Ces meines neuf 
droites sont distribuees dans trois autres plans, qui formenl le triedre conjugue. 

Od a dejä vu (146.) qu'en considerant les trois droites a t b t c a situees 
dans un plan T, les autres 24 droites de F 3 sont distribuees en 16 couples 
de plans. Chaque couplc forme avec T un triedre, c'est-ä-dire que chaque 
plan T entre en 16 triedres. Et, vu que chaque triedre contient trois plans 

tritangents, le nombre total des triedres sera — = — = 240. Ces triedres 
sont conjugues deux ä deux: il y a donc 120 couples de triedres con- 
jugues. 



149. Les neuf droites 



sont placees, ainsi qu'on vient de le 



a, b t c 23 
<h b> c sl 
Ii h c 1? 

demontrer, sur six plans tritangents qui formen! deux triedres conjugues. Par 
chacune de ces droites on peut faire passer trois autres plans tritangents; il 
y a donc 27 plans, chacun desquels contient une des neuf droites et des lors 
deux autres droites; c'esl-ä-dire que les autres 18 droites sont distribuees, 

2 27 

deux ä deux, dans ces 27 plans, de sorte que ces plans passeront -jg— = 3 
fois par chacune des 18 droiles. II reste encore 45-6 — 27 --- 12 plans, qui 
contiendront exclusivement ces 18 droites, chacune deux fois. 

Or, chacune des trois droites a,, b,. c n . situees dans un meine plan, 
doit rencontrer (au dehors des droites de la matrice ci-dessus) six droites 
non coupees par les deux autres; donc, les 18 droites sont rencontrees par 
l'une ou par l'autre des droites a, , b , . c„ . Et d'ailleurs, Irois droites, ainsi 
que <*,, 6,, e a , qui ne se coupen! pas, sont rencontrees par les trois meines 
droites; et pareillement a M a,, o,, etc. Donc, on peul distribuer les 18 

, tellement que 



droites en deux matrices nouvelles 
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les droitps d'unc ligne verticale de la premiere matrice rcncontrenl les droiles 
de la Hirne verticale correspondanle de la seconde mntrice, el les droites d une 
ligne horizontale de la premiere malrice renconlrent les droiles de la ligne 
verticale correspondanle de la Iroisictnc malrice. Alors il esl aise de con- 
stater 1 ". quo les droiles d'une ligne horizontale de la deuxieme malrice ren- 
contrenl les droites de la ligne horizonlale correspondanle de la troisieme 
malrice: 2 . que les nenf droiles de ehneune des denx dernieres malrices sonl 
les interseclions des fnces de deux triedres conjugues. 

Dono, chaque couple de triedres conjugues determine deux 
autres couples, de mattiere que les Irois couples conliennent 
(deux fois) loutes les 27 droiles. Naturellcment, le nomhre de ces groupes 

120 

de trois couples de Iriedres conjugues est -y- - 40. 

150. Les 240 triedres ont 3.240 = 720 areles k, et 240 sommels /. 
Chaque ar£te k renconlre la surface F 3 en Irois points fV, intersections de 
couples de droites de la surface. On peut donc dire que les 135 points <), 
sommets des 45 triangles formes par les 27 droites sur les plans 
Irilangents, sont distribues, trois ä trois, sur 720 droites k qui 
se coupent, trois ä trois, en 240 points /. Les memes 135 poinls 
sont allignes, dix ä dix, sur les 27 droites de F s . 

Considerons le poinl fT commun aux droiles o, , b,. Par chacune de 
ces droites passen!, oulre le plan quatre autres plans Irilangents el des 

lors 16 droiles k. Tout point <)' est donc silue sur 16 droiles k. 

Le plan <i|6,e u coupe les quatre plans Irilangents qui passent par b 2 
(exceple «, 6,), suivant quatre droites k, qui renconlreronl b } et c n en huit 
poinls <V, <)'" ; dans chacune de ces qualre droites k concevons pris le point 
1, conjugue harmonique de <i relativement ä <V(t". Les qualre poinls >. ap- 
partiendront ä la droite polaire du point <f par rapporl ä la conique composee 
des droites 6 a c l3 ; et ils appartiendront aussi ä la quadrique polaire de J (par 
rapporl a F s ). Les 16 points i, correspond ants aux 16 droites Ar 
issues de o*, sont donc distribues, quatre ä quatre, sur quatre 
droiles siluees dans quatre plans passant par a n et des lors aussi 
sur qualre aulres droites siluees dans qualre plans passant par 
b,\ et toules ces huit droites sonl des generatrices d'un seul et 
memc hy perbololde, qui est la quadrique polaire du point J. 
Celle quadrique passe evidetnment par les droites «i et 6 2 . 



Digitized by Google 



Cremona, memoire de geometrie pure sur les surfaces du IroUidme ordre. 107 

151. Süit / 1c sonimct d'un triedre forme par Irois plana lritan<renls 
(150.)- La quadrique polaire de t (par rapport ä F s ) coupera ces plans sui- 
vaiH les coniques polaires de /, relatives aux Iriangles formes par les droiles 
(de Fi) conletiues dans ces meines plans, c'esl-a-dire. suivanl des coniques 
circonscriles ä ces Iriangles, respectivemenl. Or, ces triangles resultent de 
Tinterseclion des Irois plans consideres uvec les faces du triedre conjugue 
(148.j; donc les areles de ce triedre renconlreronl, chacune en Irois poinls. 
In quadrique polaire de /: en d'aulrcs lermes, la quadrique polaire de / 
est un cone circonscrit au triedre conjugue. Ainsi, les sommets 
de deux Iriedres conjugues sont deux points torrespondants de 
la Hessienne (72.). 

152. Ou a demonlre ailleurs que toute droite situee sur b j, coinme 
o,, est une Inngenie double de la Hessienne (60.), et que les poinls de con- 
tacl. a, n, sont les poinls doubles de l'involulion marquee sur a, par les co- 
niques, suivanl lesquelles Fj est coupee par les plans bilangents passant par «,. 
Des que la droile a, est placee sur F 3 , la quadrique polaire de tout poinl de 
cetle droile passe par la meine droile; donc les sommels des cones polaires 
de er, u sont situes sur a t . Or, ces sommels sonl aussi des poinls de la 
Hessienne: donc «' est le sommel du cone polaire de a, et inverscment; 
cesl-u-dire que les points o t a' sont deux poinls corrcspondants de 
la Hessienne. 

153. Un plan E, donne arbilrairement, coupe la surface fondamenlale 
F 3 suivanl une courbe C t du Iroisieme ordre. Le plan Jf qui est langent ä 
F s en un poinl m de Cj, et le plan polaire de m par rapport ä la Hessienne 
se rencontrenl suivant une droile, qui perce F, aux poinls xy« d'inflexion de 
la seclion de cetle surface par le plan M (89.)- Q uel esl ,c ,ieu des tlroiles 
ms, my. im, si m se deplace sur C? I'remieremeiil, la courbe C s est triple 
pour ce lieu, cur tout poinl m de ce lieu est commun ä Irois generatrices 
mar, my, ms. Secondemeut, cberchons combieu de generatrices lombenl dans 
le plan E. Les plans polaires des points m, par rapporl ä la Hessienne, ren- 
conlrent E suivant des droites IVnveloppe desquelles est de la 9 clnssc (14.); 
les langenies de celte enveloppe correspondenl, une a une, aux tangentes de 
C, (car les unes et les autres correspondenl aux poinls de cetle courbe); et 
Tordrc du lieu du point commun a deux tangentes correspondanles, d'apres 
un llieoreme connu*), est egal ä la somme des classes des deux enveloppcs, 

•) [Teoria geom. delle curve piane, 8'6".] 

14* 
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savoir 9-| 6 = 15. Pour cc lieu, les 12 points communs ä Cj et ä la Hes- 
siennc sont doubles, cor en chacun de ces points so rencontrent deux tangentes 
(successives) de C, et los tangentes eorrespondanles de fenveloppo de la 9' 
classe. Le lieu du 15* ordre coupera donc C, en 3.15-2.12=21 autres 
points. chacun desquels est evideniment un point analogue aux points xys. II 
s'ensuit quo le plan E conlient 21 droiles analogues aux mx, my, mz; et des 
lors, le lieu de ces droiles sera une surfaco de l'ordre 3.3+21=30. 

Ce lieu rencontrc une droite quelconque G en HO points: d'oü il re- 
sulte que, si Ii* point m parcourt la surface /',. ä conditio n qu'une 
des droites mx, my, ms coupe la droite donnee G, le lieu de m est 
une courbe gauche du 30' ordre. 

Cctle courbe gauche. quelle que soit G, passe par les 135 
points <\ oü se coupent. deux a deux, les 27 droites de la surface 
fondamentale. En effet, si nous considerons le plan tritangenl qui conlient 
les droites 6 2 , C tt , le plan polaire du point a x b, par rapport ä la Ilessienne 
passe par c,»*), et toute droite inenee par cc point ä couper c n est une droite 
analogue u mx. Or, le plan a,b 3 c n rencontre une droite quelconque G, donc 
la courbe gauche du 30" ordre, relative ä cette droite, passe par le point </,A,. 
Consequemment la courbe gauche, dont il s'agit, coupe en dix points chacune 
des 27 droiles de F z . 

II rcsulte de la que, si Ton represente la surface cubiquc sur un plan, 
de la maniere qui a ete exposee ailleurs (119 ), la courbe plane qui re- 
presentera la courbe gauche dordre 30, relative ä G, sera de ce meine 
ordre 30, et passcra dix fois par chacun des points fondamentaux, en y tou- 
chanl les lignes correspondantes aux droites 4 et c de Fj. Donc (121., 133.) 
la courbe gauche est l'intersection complete de F s par une sur- 
face du 10' ordre. 

II y a donc un nombre infini de surfaces du 10' ordre, qui 
passent par les 135 points J. Le Systeme complet de ces points 
est donne par l'intersection de l'une quelconque de ces surfaces 
uvec les 27 droites de F } . 



*) Ola resulte du theoreme general (89.), et ausBi de l'observatton .«nivantc. 
Lea quatre intersections de la Hcssiennc avcc la droite a, sont reunics cii deux points 
a, a' de ooulact, et par consdquent le centre harmonique de ce» quatre intersections, 
par rapport «u pole a.i»,, coi'ncide avec le point a,c lt conjugue - harmonique de a,b t 
par rapport aux poiuls a, «*'. De mfcme pour la droite b t , donc etc. 
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154. Nous allons matnlcnant exposer une propriete de la section de 
la Hessienne par im plan quelconque E. 

Ce plan coupe la surface fondamenlale F, suivanl une cubiquo C,; 
soit o un des poles de F, par rapport ä Fj, non silues sur E. Des que le 
cone oCj coupe F, suivant la courbe plane C )5 il rencontrera cetle meine sur- 
face suivant ane courbe gauche du sixieme ordre, placee sur une surface 
quadrique <f> 2 (11. ttote). La surface F s appartenant au faisceau determine par 
le cone oC t et par le lieu compose F0 3 , la quadriquo polaire d'un poinl quel- 
conque i, relative ä F, . passera par Finterscclion du cone polaire o(\. relatif 
au cone oC 3 , avec la quadrique polaire relative ä F f /» 2 . Si i est pris dans 
le plan E, la quadrique polaire de relativcment ä E ♦/» , . sera le Systeme de 
deux plans, dont Tun est Ii. et l'uutre 0, est lo plnn polaire de i par rapport 
ä </»,. Dono la quadrique polaire de i, par rapport ä F s . passera par les deux 
coniques d'intersection du cone oC^ avec les plans E et La premiere de 

ces coniques est evidemment C 2 , premiere polaire de i par rapport ä C',; et 
l'autre conique sera une couple de droites, parce que le plan passe par o*). 
Or, si le plan 0, etait tangent au cone oC 2 , la quadrique polaire de »' relalivemcnl 
ä F, serait un cone, et des lors # apparliendrail ä la Hessienne. Donc, la 
courbe d'intersection de la Hessienne avec le plan E est le lieu 
d'un point dont le plan polaire relatif ä la quadrique 4> } est 
tangent ä la conique polaire relative a la cubique C 3 . 

On demontre de la maniere suivanle que ce lieu est du quatrieme 
ordre. Les coniques polaires des points d'une droite G (en E) par rapport 
a Cj, et les droites polaires des mömes points par rapport ä la conique (E't>,) 
forment deux faisceaux projectifs, qui engendrent une cubique passant par le 
pole de G, relalif ä la conique (£«#»,). Par ce pole on peut mener quatrc 
tangentes ä la cubique, donc il y a quatre droites du deuxieme faisceau qui 
sont tangentes aux coniques correspondantes de Fautre faisceau ; c'est pourquoi 
G contiendra quatre points du lieu. 



*) Le plan polaire de o par rapport au cone oC, dtant inddtermind, o a le m£me 
plan polaire E par rapport ä F t et au lieu compose* E*l> t . Le plan E est donc le 
polaire de o par rapport ä 'P, , et de« lor» le plan polaire d'un point quelconque de 
£. par rapport ä cette meme quadrique, passera par o. 
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Chapltre onzienie. 

Classification des surfaces du troisieme ordre, eu egard ä la 
realite des vingt-sept droites. 

155. On a demontre quo par les 27 droites d'une surraee (generale) 
Fj du troisieme ordre on peut faire passer 120 couples de triedres conjugues 
( 1 48. \ et que rcciproquemenl, si deux triedres conjugues et un poinl de la 
surface sonl donnes, la surface peut elre conslruite (110.). D'oü il resulte 
quabslraclion faite de la realite des elements donnes ou chercbes, il esl possible 
d'obtenir une surface cubique quelconque. a Taide de deux triedres. par le 
proeede expose ailleurs (110. ;. Nous nous proposons maintenant d'avoir egard 
ä la realite ou non-realite des 27 droites d une surface cubique reelle. Cher- 
cbant a former les deux triedres propres a engendrer cetle surface, nous serons 
naturcllenienl conduits ä la Classification des surfaces eubiques (generale») reelles 
(d'apres la inethode de M. Schläkli). 

Pour construirc deux triedres conjugues qui formen! un ensemble reel, 
il suffit de trouver (148.) deux plans Irilangents T, 7", reels ou imaginaires 
conjugues. qui se coupenl suivant une droile (necessairement reelle) non siluee 
sur la surface. Les trois droites de la surface contenues en T et les trois 
droites contenues en T se coupenl, deux ä deux, aux trois poinls oü la droile 
TT perce la surface, et determinent de cette maniere trois plans 
qui seront tous reels, ou bien Tun reel et les deux aulres imaginaires con- 
jugues, ainsi que les Irois points susdils. Chacun de ces plans % coupe la 
surface suivant une autre droile, et ces trois droites nouvelles sont placees 
dans un seul et meme plan reel T". Alors, les lernes de plans TTT", 
% X' St" formeronl les triedres demandes. 

Or je dis que, la surface etant supposee reelle, il est toujours possible 
de trouver deux plans Irilangents T, T qui salisfassent a la condilion prescrite. 
Cela esl evident quand les 27 droites sonl loutes reelles; supposons donc 
qifil y ait des droites imaginaires, qui seronl necessairemenl conjugees deux 
ä deux. 

Premieremenl, soient o, , h deux droites imaginaires conjuguees siluecs 
dans un meme plan *), qui sera reel. auquel cas passeront par a, qualre aulres 
plans, imaginaires, et par b } leurs conjugues. Deux plans conjugues (fun par 

*) Entfndcz toujours plan (ritangent. 
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«r, el fnutre pur A,) satisfonl evidemmenl ä In question; car la droite commune 
» ces plans ne pcut pas etre situee sur la surfacc; aulremcnt il y aurait trois 
droiles croisees en im meine poinl, qui serait double pour la surface. 

Seeondemenl, soient b s deux droiles imaginaires conjuguees, non situces 
dans un meine plan; et o, , ««, o„, c u les cinq droiles qui rcncontrenl 
celles -la, et qui formeront un ensembte reel: c'est pourquoi il y aura pnrmi 
celles-ci un nombre impair de droiles reelles. Si ces cinq droiles sonl loules 
reelles, il passera au inoins un plan reel par chacune d'elles: or, pnrmi ces 
cinq plans reels, il esl possible d'en choisir deux qui remplissent la condilion 
requise. Soit, en effel, o,6 4 c„ le plan reel par a, ; si le plan e a C u e^ ou 
le plan c.iC,,,^ elail reel. on aurail deja les deux plans überdies. Si au 
conlraire le seul plan e.je l4 e 5( ,. par c w , elail reel, la droile c l+ etanl plncee sur 
deux plans reels serail reelle ; donc c u , esl une droile reelle, el des lors le plan 
fl»6b<V. s era reel. Ainsi les plans o,Ä 4 r H , (hA.c-,, formeronl la couple demandee. 

Si, parmi les cinq droiles qui renconlrenl />.., b s il y en a deux imnginaires 
conjußuees o,, c,,, les plans rt,ij, b s c IS seront imnginuires conjugues el se 
couperonl suivant une droite non siluee sur la surface. 

Concluons donc que loule surface (reelle, generale) du troisieme ordre 
peul ötre engendrec ä l'aide de deux Iriedres, qui presentcnl un des trois ces 
suivanls: 1". les triedres sont formes par six plans reels; 2". un Iriedre esl 
completemenl reel, tandis que l'aulre esl forme par un plan reel el deux plans 
imaginatres conjugues: 3". cbaque Iriedre a un plan reel el deux plans imaginuires 
conjugues. 

156. Premier cas. Les deux Iriedres etanl formes par six plans 
reels, ceux-ci se couperont suivanl neuf droiles reelles 

o, a, a, 
b, b, bi 

C }S Cu Cu. 

L'hyperboloTde reel delermine par les trois droiles /!»,, 6 0 6 3 coupera la surface 
cubique suivanl trois autres droites (147.) a 4 , o 5 , o», qui seront toules reelles, 
ou l'une reelle et les dcüx aulres imaginaires conjuguees. Dislinguons ces 
deux cas. 

a. Les droites a 4 , o 5 , sont reelles. Alors, les plans 

b,a, 6,a 5 btOfi 
b } a 4 6 a a, ha« 
bin* ijOj bsdi, 
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donneront neuf autres droites reelles 

C 14 C li C I6 

Cii dB 

C M C ii C JN 

et les plans 

C13C2* Cn<hs CjjC..,, 

couperonl la surface suivant six autres droites reelles 

Ctf c„ 
ä 4 6 S 6 0 . 

Dans ce cas, on a donc 27 droites reelles. 

b. Soit <i* une droile reelle, et o.. a,, imaginaires conjuguees. Les 
plans reels 

6,o 5 6 2 a s o^a. 
donnent trois autres droites reelles 

C| 5 Oft c lt 

et les plans reels 

donnent deux autres droites reelles 

Les couples de plans imginaires conjugues 

A,o 4 biOt 

donnent les couples de droites imaginaires conjuguees 

Ott c t6 

et les couples de plans imaginaires conjugues 

a, c, 4 a, c, h 

donnent deux autres couples de droites imaginaires conjuguees 

On a donc 15 droites reelles et 15 plans reels: 3 plans reels 
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par chaque droite reelle, et 3 droites reelles dans chaque plan 
reel. Deux droites imaginaires conjuguees ne se coupent pas. 

157. Deuxiemecas. Un triedre est lout ä fait reel; lautre a une 
face reelle, les deux autres etant imaginaires conjuguees. Les plans du premier 
triedre seront renconlres par la face reelle de lautre soivant trois droites reelles 

6, c„ o,, 

et par les faces imaginaires de ce meme triedre suivant trois couples de droites 
imaginaires conjuguees 

6, c,j 
6, a, 

Les hyperbololdes , imaginaires conjugues, determines par les droites 
(6,,6i,6,), (6,, 0,3,0,) couperont la surface cubique suivant deux ternes de 
droites imaginaires (o^o^o«), (c I4 , c J5 , c, e ), conjuguees deux a deux, qui 
determinent trois plans a 4 c 14 , OjC,,, a^c^. Distinguons deux cas, suivant que 
ces trois plans sont tous reels, ou quun seul soit reel et les deux autres ima- 
ginaires conjugues. 

a. Les trois plans sont reels, et par suite chacun d'eux contient deux 
droites conjuguees 

a, c M 

Les couples de plans imaginaires conjuguees 

6,0s Ca au 
lh<h Ca«« 
6jO, o, c,« 

6j06 a, c 16 

fournissent les six couples de droites imaginaires conjuguees 

<h* c so 

c 34 6* 
c JS 65 
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siluees dans six plans reels, dont les trois premiers passent par c„, et les 
trois autres par Oj. 

Ainsi, dans ce cas, nous avons 3 droites reelles, el 13 plans 
reels, dont Tun contient les 3 droites reelles, et les autres 
passent, 4 ä 4, par les 3 mdmes droites. Deux droites imaginaires 
conjuguees sonl toujours dans un möme plan (reel). 

b. Les six droites imaginaires a 4 , a s , ... soient conjuguees de In 
manierc suivanle a, c H 

d'ou il resulte que le plan a 4 c, 4 est reel, inais a 4 c, s , o,,c lfi sont deux plans 
imaginaires conjugues. Alors, les couples de plans imaginairos conjugues 

6, a t Cu c M 

6,0t c.iC,,, 
«« c k. 

har, «i 9u 

«lonneroiit les six couples de droites imaginaires conjuguees 

Cu c«, 
c u b, 

Cjs c +5 
c» Ab 

C«i C u 

Cj,, 6», 

dont les premieres deux seulcnient sont formees par des droites qui se coupent, 
en delerminant les plans reels c^Cj«,, c u b 4 , qui passent par c„, «j resp. 

Ce cas nous offre donc 3 droites reelles et 7 plans reels, 
dont Tun contient les 3 droites reelles, et les autres passent, 
2 ä 2 , par les in e in es droites. Pnrmi les droites imaginairos, il 
y a 6 couples de droites conjuguees qui se coupent. et 6 couples 
de droites conjuguees qui ne se coupent pas. 

158. Troisieme cas. Chacun des deux triedres a une face reelle 
et deux faces imaginaires conjuguees. La face reelle du premier triedre coupe 
les faces de lautre suivant une droile reelle 

6, 
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et deux droites imaginaires conjuguees 

Le plan reel du second triedre renconlre Ies faces imaginaires du premier suivant 
deux droites imaginaires conjuguees 

«3 c l2 . 

Et Ies plans imaginaires des deux triedres s'entrecoupenl suivant deux couples 
de droites imaginaires conjuguees 

b, 6, 

oü Ies droites d'une meme couple ne se rencontrent pas. 

L'hyperboloide reel determine par les droites A„ b n b s coupera la 
surface cubique suivant trois droites nouvelles a 4 , a 5 , 4, a propos desquelles 
il faul distinguer deux cas possibles. 

a. Si Ies droites 

«4 «5 <h, 

sont toutes reelles, les plans reels 

6,a 4 b,Oi 6,0,, 
donneront trois autres droites reelles 

C|4 c l5 c, ft . 

Les plans imaginaires conjugues 

6,0, o,a« 
6,0, 6,0s 
6 2 «b 6j aß 

fournissent Ies trois couples de droites imaginaires conjuguees 
et les plans imaginaires conjugues 

donneront trois autres couples de droites imaginaires conjuguees 

6» Cm 

On obtient ainsi 7 droites reelles et 5 plans reels. Ces 5 

15* 
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plans passent par one mime droit©; il y en a 3 dont chacun con- 
tient 2 autres droites reelles, tandis que chacun des 2 autros 
plans contient 2 droites imaginaires conjuguees. Les droites 
imaginaires conjuguees des 8 autres couples ne se coupent pas. 

b. Si a 4 
est une drohe reelle, et a, % 

deux droites imaginaires conjuguees, le plan reel &,o 4 donnera une troisieme 
droite reelle 

et les plans imaginaires conjugues 

6 2 a 5 6,06 

donneront les quatre couples de droites imaginaires conjuguees 

C, 4 

<h* Cm- 

Les plans imaginaires conjugues 

o,c ie «2,0,5 

donnent enfin les trois couples de droites imaginaires conjuguees 

b s c«. 

On retombe ainsi sur un cas dejä considere (deuxieme cas, 6.). 

159. Nous pouvons conclure que la surface generale du troi- 
sieme ordre ne presente que cinq especes differentes, eu egard ä 
la realite^des 27 droites, savoir: 

1* espece — 27 droites et 45 plans reels 

2' - - 15 - 15 - 

3* - - 7 - 5 - - 

4 - - 3 - 7 - 

5" - - 3 - 13 - 
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On peut demander, pour chaque espece, le nombre des double -six 
qui sont formes par deux six reels ou imaginaires conjugues. En s'aidant du 
tableau donne ailleurs (117.), on trouve sans peine ce qui suit. 

Premiere espece. — Tout est reel. 

Deuxieme espece. — II y a 15 double -six reels, dont chaque six 
est reel et forme par 4 droites reelles et 2 droites imaginaires conjuguees. 

11 y a un autre double- six reel, dont les six sont imaginaires conjugues. 

Troisieme espece. — 11 y a 6 double-six reels, dont chaque six 
est reel et forme par 2 droites reelles et 2 couples de droites imaginaires 
conjuguees. II y a 2 autres double-six reels, chacnn desquels a deux six 
imaginaires conjugues. 

Quatrieme espece. — II y a un seul double-six reel et forme par 
deux six reels; chacun de ces six est l'ensemble de 3 couples de droites 
imaginaires conjuguees. II y a en outre 3 double-six reels, formes par des 
six imaginaires conjugues. 

Cinquieme espece. — II n'y a pas de six reels; mais seulement 

12 double-six reels, chacun elant une couple de six imaginaires conjugues. 

160. Onavu (118.) qu'une surface cubique peut, en general, etre en- 
gendree ä Taido de trois reseaux projectifs de plans. Dans ce mode de gene- 
ration, on deduit les 27 droites des six points 1, 2, 3, 4, 5, 6, oü un plan 
E est renconlre par une certaine courbe gauche du sixieme ordre. En effet. 
les 27 droites correspondent (114.) aux six points 

i, 2, 3, 4, 5, 6, 

aux six coniques 

23456, 13466, 12466, 12356, 12346, 12346, 
et aux quinze droites 

23, 31, 12, 56, 64, 45, 

14, 15, 16, 24, 25, 26, 34, 35, 36. 

L'ensemble des trois reseaux elant suppose reel, de mcme que le plan E, le 
Systeme des six points 123456 sera reel aussi; et par consequent, on pourra 
distinguer les cas suivants: 

1°. Si les six points sont lous reels, les 27 droites sont toules reelles 
(premiere espece). 

2°. Si quatre points sont reels, et que les deux autres soient imagi- 
naires conjugues, on aura 4 + 4 + 6 + 1 = 15 droites reelles; les autres sont 
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imaginaires et telles que deux conjuguees ne se rencontrent pas (deuxieme 

espece). 

3". Si deux points sont reels, et que les autres soient imaginaires 
conjugues par couples, on aura 2 + 2+1+2 = 7 droites reelles; 2 couples de 
droiles imaginaires conjuguees qui se coupent, et 8 couples de droites imagi- 
naires conjuguees qui ne se coupent pas (troisieme espece). 

4". Si les six points sont tous imaginaires et conjugues par couples, 
OD aura 1 + 1+1 =3 droites reelles; 6 couples de droites imaginaires con- 
juguees qui se coupent, et 6 couples de droites imaginaires conjuguees qui 
ne se coupent pas (quatrieme espece). 

11 n'esl pas possible d'obtenir la cinquieme espece par ce 
mode de generation: ce qui resulte aussi du remarque que, dans la cin- 
quieme espece, il ny a aueun six reel, tandis que la generation ä faide de 
trois reseaux projectifs (dont Tensemble soit reel) nous mene ä un double-six, 
les deux six duquel (formes par les droites qui correspondent aux six points 
et aux six coniques) sont necessairement reels *). 

Nous nous proposons maintenant de prouver que, si la generation par 
des reseaux projectifs ne peut donner que les quatre premieres especes, il y 
ü un autre mode de generation qui est propre ä donner toules les cinq especes. 
Pour celn, il faul que nous disculions d'abord les cas possibles fournis par 
l'intersection de deux surfaces quadriques, qui ne se touchent en aueun point. 

161. Deux surfaces de second ordre, qui n'aient aueun point de contact. 
se coupent suivant une courbe gauche de quatrieme ordre, par laquelle passent 
quatre cones quadriques; les sommets de ces cones sont aussi les sommets 
du telraedre conjugue commun ä toutes les surfaces quadriques passant par 
la courbe gauche. Ces surfaces forment un faisecau: c'est-a-dire que par 
un point quelconque x de Tespace et par la courbe gauche passe une seule 
surface quadrique. Les deux generalrices rectilignes de cette surface, qui passent 



*) Si Ton regardc uue surface eubique F s cominc polnirc mixte de deux plans 
E, E*, par rapport a une surface fondametitalc du mt-xno ordre (76.), on arrive ä un 
double-six, dont les droites correspondent aux intersections des plans donnds avec deux 
courbes gauclies du 6" ordre, resp. Si les plans donne*s sont imaginaires conjugues, 
il cn est de rafime des deux six, et par constfquent, il peut d'abora paraStre possible 
d'obtenir, par ce moyen, la cinquieme espece aussi. Mais l'illusion s evaneuit en con- 
sid^raut que les droites homologues des deux six, qui sont imaginaires conjugudes, 
ne sc coupent pas: tandis que, dans la cinquieme espece, deux droites imaginaires 
conjuguees sont toujours dans un m6me plan. 
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par x, sont les deux droites qu'on peat mener du point x ä couper deux fois 
la courbe gauche. 

Tout cone passant par la courbe gauche et ayant son sommet en un 
point de la courbe est du troisieme ordre; et par consequent, la perspective 
de la courbo gauche sur un plan, loeil etant place sur eile, est une courbe 
(generale) du troisieme ordre. 

C'est des proprietes de cetto perspective plane qu'on deduit un grand 
notnbre de proprietes de la courbe gauche de quatrieme ordre (et de premier 
genre (125.)). Par ex., par un point quelconque de la cubique plane on peul 
lui mener qualre droites tangentes, et le rapport nnharmonique de ces quatre 
droites est conslant (rapport nnharmonique de la cuhique). Donc, par (oute 
droite appuyee a la courbe gauche en deux points od , on peut lui mener 
quatre plans tangents. Si o est l'oeil et que Ton deplace d, le rapport anharmo- 
nique de ccs quatre plans reste invariable; et des lors il ne changera pas si 
o' est fixe et o variable; et consequemment, le meme rapport ne variera pn* 
non plus de quelquo maniere qu'on deplace la corde od. II resulte de la que. 
si l'oeil parcourt la courbe gauche, le rapport anharmonique de la cubique 
perspective se conserve constant. On peut donner ä ce nombre constant la 
denomination de rapport anharmonique de la courbe gauche. 

162. On peut regarder une courbe gauche C 4 de quatrieme ordre 
(premier genre) comrae l'interseclion incomplete d'une surface 8 du second 
ordre et d'un cone K du troisieme ordre, dont le sommet soit un point o de 
GV Les deux generatrices de S qui passent par o coupent de nouveau la 
courbe gauche; et des lors elles appartiennent aussi au cone K; c'est -ä-dire 
qu'elles formeront, avec 6\, l'intersection complele des lieux S et K. Le 
plan de ces generatrices est tangent ä S au point o; il contient donc la droite 
T tangente en ce point ä t\: droite qui est aussi une generatrice du cono K 
Le plan osculateur ä C\ en o coupera In courbe en un aulre point o'\ donc. 
ce meme plan touchera le cone K suivant et le coupera suivant la droile od 

L'oeil etant place en o, la perspective de (\ est une cubique (base du 
cone K). Soit u> la trace de T sur le plan du lableau; les droites tangentes de 
la cubique, issues de tu, seront leslracesdes qualre plans langents de L\, qu'on 
peut mener par /'. Or, ces plans touebent la courbe gauche en deux points (dont 
Tun est o); donc ils passeront resp. par les sommets des qualre cones qua- 
driques, sur lesquels C 4 est placee: car ces cones formen! I'enveloppe com- 
plete des plans bilangenls de C\. Consequemment, le rapport nnharmo- 
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nique des quatrc plans qui touchenl (\ en un point quelconque et 
passent resp. par les sommets des quatre cones quadriques est 
egal au rapport anharmonique de la courbe gauche möme; et des 
lors« il est un nombre constant. 

163. Reciproqueraent, une cubique plane donnee peut dtre regardee 
comme perspective d'une courbe gaucbe du qualrieme ordro (premier genre) 
passant par loeil o. Soit tu un point quelconque de la cubique plane: et 
qu'une droile menee par to coupe celte courbe en deux autres points u>,, to, . 
Alors, le cone qui a le point o pour soramel et la cubique plane pour base, 
rencontrera une surface quadrique menee arbitrairement par les droites oto,, 
oty 3 , suivant une courbe gauche du qualrieme ordre, touchee en o par la 
droite ow. 

164. Si les deux surfaces quadriques (161.) sont reelles, leur inter- 
section peut ölre reelle ou ituaginaire; et dans la premiere hypothese, ou eile 
consiste en un trail (Zug, Stück) unique; ou bien eile est l'ensemble de deux 
fraits associes qui n'ont aucun point commun, pas möme ä distancc infinie. 
Nous aurons ä examiner ces trois cas separement. 

165. Si l'inlerseclion C 4 de deux surfaces quadriques est une courbe 
monogrammiqve (a un seul trait), sa perspective (Toeil elanl toujours place 
sur la courbe gaucbe) sera aussi d'un seul trait, c'est-a-dire qu'elle n'aura 
qu'une branche Serpentine avec trois inflexions *). Or, on sait qu'une teile 
cubique plane a un rapport anharmonique imaginaire: en d'autres termes, d'un 
point quelconque de la cubique on ne peut lui mener que deux tangenles reelles. 
Donc (162 ), parmi les quatre plans tangents ä C« en un point quelconque et 
passant resp. par les sommets des quatre cones quadriques (qui font partie 
du faisceau dont C« est la base) il n'y en a que deux reels; c'est-ä-dire 
que des quatre cones deux soulement sont reels. 

De ce que la cubique perspective n admet que deux tangentes reelles 
issues d'un quelconque de ses points, il resulte en outre que par toute 
droite appuyee ä C 4 en deux points reels, distincts ou colncidents, on 
peut mener ä cette courbe deux plans tangents reels, et deux 
seulement. D'apres la loi de continuite, cette propriete subsistera aussi 
pour une droile appuyee ä C 4 en deux points imaginaires conjugues. 

Le tetraedre conjugue a deux sommets reels, et des lors deux faces 

*) En conside*rant la continuite* de la courbo comme non interrompue par les 
passagea ä l'infini. 
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reelles: chaque face reelle contient un sommet reel. Donc, chaque Face reelle 
coupe C 4 en deux poinls reels; c'cst-ä-dire qtTelie coupe le cone quadrique, 
dont le sommet esl situe sar celle face, suivanl deux droiles, dont une ren- 
conlre en deux points reels la seclion de l'aulre cone. 

Les cones reels de second ordre, qui passent par C 4 , consliluenl la 
limile de Separation enlre les surfaces gaucbes et les surfaces non reglees du 
fnisceau, dont C 4 est la base. Dans le cas actuel, il esl aise de voir que la , 
quadrique (du faisceau) passant par un point q uelconque de l'espace 
interieur ou exterieur ä tous les deux cones reels, est gauche; 
au lieu que la quadrique passant par un point quelconque de 
Tespace interieur ä Tun des cones et exterieur ä l'autre n'est 
pas reglee. 

166. L'interseclion (\ soit maintenant une courbe digrammique (a deux 
traits), auquel cas la cubiquc perspective sera composee d'une ovale *) et d'une 
brancbe Serpentine avec trois inflexions. Soit 10 la trace, sur le lableau, de 
la droite qui touche C 4 au point o de l'oeil (163.); les tangentes menees par 
o» ä la cubique seront les traces des quatre plans qui louchent C 4 en o et 
passent rcsp. par les sommets du tetraedre conjugue (162.)- Or, les quatre 
tangentes de la cubique, issues de ui, sont toutes imaginaires ou toutes reelles, 
selon que ce point appartient ä l'ovalo ou ä la brancbe Serpentine; donc, les 
sommets da tetraedre conjugue (savoir les sommets des quatre cones 
quadriques qui passent par C 4 ) seront tous imaginaires ou tous reels. 
selon que la perspective du trait, sur lequel est place l'oeil. est 
une ovale ou une branche Serpentine. 

II resulte de lä que, si la courbe C 4 est donnee, la perspective du trait 
sur lequel on place l'oeil . quel que soit le trait cboisi, sera toujours une ovale, 
ou toujours une brancbe Serpentine. Nous avons donc deux cas ä distinguer. 
suivant que le tetraedre conjugue est tout reel ou tout imaginaire. 

167. Si le tetraedre est tout imaginaire, cest-a-dire si w esl un 
point de f ovale, an plan quelconque mene par l'oeil coupera C 4 en trois 
autres points (dont deux peavent etre imaginaires), les perspectives desquels 
ou appartiendront toutes ä la branche Serpentine, ou l'une ä celle branche et 
les deux autres ä Tovale. Donc, si un plan rencontre C 4 en quatre > 
poinls reels, trois de ces points appartiendront ä un meme trait: 

*) En appliquant cette dc'nomination raCme aux formes byperboliquea et parabo- 
liques [d'apres M. Beiaavitis]. 

Joora.l ftlr M»lhom»tik Bd. LXVin. Heft 2. 16 
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et le quatriemo ä l'autre Irait; el si un plan rencontro C, en 
deux points reels seulemenl, ccs deux points seront (oujours l'un 
sur un trait et l'autre sur l'autre Irait. D'oü il suit qu'un plan tangent 
en un point coupe la courbe en deux autres points situes sur des traits dif— 
ferents; qu'un plan osculaleur ä un trait coupe l'autre trait; et qu'il n'y a 
aucun plan reel qui touchc la courbe en deux points ou qui la rencontre en 
quatre points tous imaginaires ou tous colncidenls. 

En oulre, il resulte de ce qui a ete remarquc pour la cubique per- 
spective, que par toute droite appuyee ä la courbe en deux points 
(reels ou imaginaires conjugues) d'un uiöme trait il ne passe aucun plan 
reel tangent ailleurs ä la courbe; et que par une droite appuyee 
aux deux traits on peut toujours faire passer quatre plans tan- 
gents reels. 

()uand un tetraedre est conjugue ä une surface quadrique, toute gene- 
ratricc de celle-ci, rencontrant une areie du tetraedre, rencontre aussi l'arete 
opposee; et par suile la surface conticnt les quatre droites suivant lesquelles 
s'entrccoupent les quatre pians tangenls menes par deux aretes opposees. Si 
le tetraedre est forme (comme l'on suppose actuellement) par deux couples 
de plans imaginaires conjugues, il a neanmoins deux aretes opposees reelles, 
dont cbacune est l'interseclion de deux plans tangenls de la surface. Or, ces 
plans sont reels, car ils doivent former un sysleme harmonique avec deux 
faces du tetraedre, lesquelles sont des plans imaginaires conjugues. Donc les 
quatre droites d'intersection des deux couples de plans tangenls sont reelles, 
el consequemment la surface est gauche. 

Ainsi, dans le cas actuel, loutes les quadriques passant par 
C, sonl gauches; c'est-ä-dire que par tout point de 1'espace on peut faire 
passer deux droites reelles qui rencontrent deux fois la courbe (l'une au moins 
en des points reels). 

108. Supposons mainlenanl que nolre courbe gauche <\ (digrammique) 
corresponde ä un telraedre conjugue tout reel, c'est-ä-dire qu'elle soit situee 
sur quatre cones quadriques reels. Un plan mene arbitrairement par l'oeil 
coupera C 4 en trois autres points (deux peuvent elro imaginaires), dont les 
perspectives lomberont ou loutes trois sur la brauche Serpentine, ou bien l'une 
sur cette branche et les deux autres sur l'ovale. Donc, si un plan ren- 
contre 6' 4 en quatre points reels, ceux-ci peuvent appartenir 
tous ä un meme trait ou bien deux ä Tun trait et deux ä l'autre; 
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et si un plnn rencontre la courbc on rieux points reels seule- 
ment. ccux-ci appartiennent toujours ä un mötno Irail. D'oü il 
resulte qu'un plan osculateur ä un trait cnupc ce meme Irail. 

De fnnalyse des qualre langenies de la cubique perspeclive, issues 
d un quelconque de ses points. on dcduit en oulre que par toute droite 
appuyee ü la courbe en deux points (reels ou imaginaires conjugues) 
d'un meine Irail on p ou t faire passer qualre plans »angents. donl 
deux touchent an trait el deux I'antre; landis que par toule droile 
appuyee aux deux trails il ne pnsse aueun plan langen! reel. 

Chaque face du letraedre conju»ue coupe la courbe C\ en quatre points. 
sommets d'un quadrangle complet, donl les cöles opposes se rencontrenl en 
trois points reels (sommets du lelraedre): donc ces quatre interseclions sonl 
toules reelles ou toutes imaginaires. Mais d aulre pari, si un Iriedre est con- 
jugue ä un cone quadrique. il y a une face du triedro qui ne rencontre pas 
le cone. Donc, deux faces du lel raedre coupent C 4 en qualre points 
reels ot les deux aulres en qualre points imaginaires. 

II est aise de voir que la quadrique du faisceau , dont C t est In 
base, menee par un point quelconque de I'espacc interieur ou ex- 
terieur ä lous les qualre cones. ou bien de l'espace interieur a 
deux cones et exlerieur aux deux aatres, est une surface gauche: 
tandis que la quadrique passanl par un poinl interieur (exlerieur) 
ä un cone ot exlerieur (interieur) aux Irois aulres. esl une sur- 
face non reglee. En oulre. par un point quelconque de l espace interieur 
ou exlerieur ä lous les quatre cones. on peul mener deux droiles, donl cbacune 
est appuyec en deux points (reels ou imaginaires conjugues) ä un meme trait de 
C«; au lieu que par tont poinl exlerieur ä deux cones el interieur aux deux aulres 
on peut mener deux droiles, chacune desquelles coupe Tun et l'autre Irail. 

Ili9. Enfin, supposons que la courbe C 4 soit imaginaire: auquel cas 
tout plan reel coupe 6\ en quatre poinls imaginaires, sommels dun qua- 
drangle complet qui aura deux cöles reels; landis quo les aulres couples de 
cöles opposes n ont de reel que le point do concours. II y a donc. dans 
Tespace, un nombre infini de points par lesquels on peut mener deux droiles 
reelles ä renconlrer en deux poinls (necessairement imaginaires conjugues) 
la courbe; et il y a un nombre infini aussi de poinls par lesquels ces deux 
droites sont imaginaires conjuguees; c'est pourquoi il y aura une surface reelle, 
lieu des poinls pour lesquels ces deux meines droites sonl colncidentes. Or, 

16* 
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ce Heu est en general forme par les quatre cones quadriques passant par C«; 
donc, dans le cas actuel, il y aura au moins deux cones reels. 

Le telraedre conjugue est tout reel. En effet, si a est le 
sommet d'un cone reel, le plan polaire de a (par rapport aux quadriques du 
faisceau dont 6« esl la base) coupera C 4 suivant un quadrangle imaginaire, dont 
les cQuples de edles opposes ont Irois points de concours reels, b, c, d. Or, 
abcd esl precisement le lelraedre conjugue. 

Puis, si Ton reflecliit que chaque face du lelraedre coupe Tun des Irois 
cones, dont eile conlient les sommels, suivant deux droiles reelles, el chacun 
des deux autres suivant deux droiles imaginaires (conjugues), et que des Irois 
faces concourant au sommet d'un cone reel doux seules peuvent couper ce 
cone suivant dos droites reelles; on reconnaitra que deux cones, seule- 
menl, sont reels; les deux autres, tout en ayant leurs sommets reels, sonl 
imaginaires. 

Los deux cones reels sont tolalement exlericurs Tun ä Taulre. Les 
surfaces (du faisceau dont L\ est la base) qui passent par les points 
de Tespace exterieur ä Tun et ä l'autre cone sont gauches; au 
Heu que par les points inlerieurs a Tun des cones, il ne passe 
que des quadriques (du faisceau) non reglees. 

170. Ainsi, il y a Irois especes differentes de la courbe 
gauche (generale) de quatrieme ordre et de premier genre. 
cesl-a-dire: 

1"' cas — Courbe reelle monogrammique: le telraedre conjugue a deux 
sommels reels; il y a deux cones quadriques reels qui passent par la courbe. 

2* cas — Courbe reelle digrammique : le telraedre n'a aueun sommet 
reel; il n'y a aueun cone reel. 

3' cas — Courbe reelle digrammique: le telraedre a qualre sommels 
reels, qui donnent qualre cones reels aussi. 

En oulre, rinlersection de deux quadriques reelles (qui ne se touchenl 
en aueun point; presente un aulro cas possible: 

4 cas — Courbe imaginaire: le tetraedre a quatre sommets reels: 
mais il n'y a que deux cones reels. 

171. <Jk'i.]) revienne mainlenant ä la surface eubique generale F,, et 
qu'on rem»rque que dans toules les cinq especes qu'elle peut presenter (159.) 
il y a loujours trois droites reelles situees dans un möme plan: soient ces 
droites o, b, c. La premiere polaire du point o, commun ä b et c, est une 
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quadrique gauche qui ne passe pas seulement par les droites b, c; eile coupe 
/ ' aussi suivant ane courbe gauche C 4 de quatricme ordre (premier genre), 
lieu des points oü J\ est touchee par des droites issues de o. Cette courbe 
gauche rencontre chacune des droites b, c en deux points, qui sont evidemment 
les memes oü cette droite touche deux coniques de la surface. 

La courbe C 4 est la base dun faisceau de quadriques coupant F 3 suivant 
des coniques, dont les plans passent par la droile a (143.): ainsi ces quadriques 
et les plans par a forment deux faisceaux projectifs propres ä engendrer la 
surface F 3 . Remarquons de plus (143.) que les plans par a sont les polaires 
du point o par rapport aux quadriques correspondantes ; d'oü il resulte que la 
surface cubique est completement determinee par la courbe gauche C 4 et par 
le point o. 

Les autres 24 droites sont, deux ä deux, situees dans les 12 plans 
tritangents qui passent par a, b, c; parmi Iesquels, les 4 plans par a sont de- 
termines par les sommels des 4 cones quadriques qui passent par C 4 ; et les 
autres sont les plans qu'on peut mener par b et c ä toucher ailleurs C 4 (112.). 

A present, il faul detuonlrer quen choisissant la courbe C 4 et le poinl 
o dune maniere convenable, on peut deduire toutes les cinq especes des sur- 
faces cubiques, de ce mode de generation. 

172. Que la courbe C 4 soit reelle, digrammique et placee 
sur quatre cones quadriques reels, et que le point o soit exterieur 
ä tous les quatre cones: auquel cas (168.) non- seulement passent par o 
deux cordes reelles b . c de C 4 , mais, en oulre, les plans polaires de o se 
coupent suivant une droile a, qui renconlrera chaque cone en des points reels. 
D'oü il resulte que par a passent quatre plans tritangents (de F 3 ) reels (les 
plans polaires de o par rapport aux quatre cones), chacun desquels contiendra 
(outre o) deux droites reelles. On peut ajouter (168.) que chacune des droites 
6, c coupera en deux points (reels ou non) un meme trait de C 4 ; et que par 
chacune de ces droites on peut consequemment mener quatre plans langents 
ä la courbe gauche, et des lors tritangents a F 3 . Cela est propre et exclusif 
ä la premiere espece des surfaces cubiques (156.); donc chacun de ces huit 
plans tritaugents par b ou par c contiendra deux autres droites reelles. Ainsi 
la surface engendree aura 27 droites reelles. 

Keciproquement, on peut demontrer que le choix adopte pour C 4 et pour 
le point o est necessaire afin que la surface engendree soit de la premiere 
espece. 
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173. Si la courbe C 4 est de nouveau reelle, digrammique 
el placöo sur quatre cones qundriques reels. mais que lc poinl 
n soit interieur ä tous les quatre cones. nous aurons oncore (168.) 
quatre plans tritangents reels par chacune des droites a, b, c. Mais, comrue 
dans ce cas la droite a (interscction des plans polaires de o) est enlierenient 
exterieure ä tous les cones, il en suit que chacun des qualre plans par cetle 
droite. ne rencontrant pas le cone correspondanl suivant des droites reelles, 
roupera h \ suivant deux droites imaginaires conjuguees. Ce resullal est propre 
et exclusif a la cinquieme espece (157.1; donc chacun des liuit plans par b 
ou par c contiendra aussi une couple de droites imaginaires conjuguees. Ainsi 
la surface engendree aura trois droites reelles et douze couples 
de droites imaginaires conjuguees qui se coupent. 

Reciproquemenl, on peul demontrer que pour engendrer une surfnce 
cubique de la cinquieme espece, il faut choisir In courbe C 4 et le poinl o. de 
In manicrc que nous venons de faire. 

174. Que la courbe gauche C, soil encore reelle, digram- 
miquo et placee sur quatre conos reels, et que le point o soit 
pris dans l'espace interieur ä deux cones et exterieur aux deux 
au t res: auquel cas la droite a renconlrcra (en des points reels) les deux 
derniers cones seuloment. et chacune des droites b, c sera appuyee ä tous 
les deux trails de 6' 4 . D'oü il resulte (108.) que par a passeront quatre plans 
(Irilangents) reels, dont deux seulement couperont F 3 suivant d'aulres droites 
reelles: el que par b et c il ne passera aucun plan (tritangent) reel. Cela 
est propre et exclusif ä la troisieme espece; la surface engendree aura 
donc sept droites reelles, deux couples de droites imaginaires con- 
juguees qui se coupent, et huit couples de droites imaginaires 
conjuguees qui ne se coupent pas. 

II y a deux autres manieres d oblenir la surface cubique de la troi- 
sieme espece: 1". si C, est reelle, digrammique, sans aucun cone quadrique 
reel. le point o etant du reste tout ä fait arbitraire; 2". si C\ est imauinaire. 
et que le poinl o soit exterieur ä tous les deux cones reels. 

175. Soil C, une courbe reelle, monograinmique, et que lc point o 
soit exterieur ä tous les deux cones qundriques reels qui passent par la courbe: 
auquel cas (105. il y aura deux plans reels par a, chacun contenant deux 
autres droites reelles : et de meine il y aura deux plans reels par chacune 
des droiles b et c. Cela est propre el exclusif ä la deuxieme espece; d'oü 
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il resulte que chacun des quatre plans reels passant par b ou par c coupern 
F, suivant deux aulres droites reelles. Ainsi la surface engendree aura 
quinze droites reelles et six couples de droites imagi na ires con- 
juguees qui ne se coupent pas. 

Reciproqueraent, on peut demontrer que le choix adopte pour C 4 et pour 
le point o est necessaire aön dobtenir une surface eubique de la deuxieme espece. 

176*. En dernier lieu, supposons que la courbo C 4 soit reelle mono- 
grammiquo, et que Iu point o soit interieur ä tous les deux cones reels. Dans 
cecas(165.), par cbacune des droites a, b, c, il ne passe que deux plans reels: 
et chacun des deux plans par a contiendra deux droites imaginaires conjuguees. 
Nous tombons ainsi sur la qualrieme espece; et par consequent chacun des 
plans reels par b ou c donnera aussi deux droites imaginaires conjuguees. 
La surface engendree aura donc trois droites reelles, six couples 
de droites imaginaires conj uguees. qui se coupent, et six couples 
de droites imaginaires conjuguees qui ne se coupent pas. 

Et reeiproquement, afin dobtenir une surface eubique de la qualrieme 
espece, il faut choisir la courbe C 4 et le point o de la maniere que nous venons 
d'indiquer. 

177. Dans tout ce qui precede, il est entendu qu'on veut prendre 
pour base des Operations un plan tritangent avec trois droiles reelles: et 
nous avons demontre qu'il est possible d'engendrer toutes les cinq 
especes de la surface eubique generale. 

Mais si Ton voulail parlir d'un plan tritangent reel contenant une seule 
droite reelle a et deux droites imaginaires conjuguees b et c, il ne serait plus 
possible d'obtenir la premiere et la deuxieme espece, car ces especes n'ad- 
metUuit aueune couple de droites imaginaires qui se coupent. Au contraire. 
on peut construire les trois aulres especes, comme il suit: 

la Iroisieme espece, si C 4 est reelle et digrammique, avec quatre cones 
reels, et que le point o soit exterieur ä Irois cones et interieur ä Taulre; 

la qualrieme espece, si C 4 est reelle, monogrammique, et que le point 
o soit interieur ä Tun des deux cones et exterieur ä Tautre; 

enfin, la cinquieme espece, si C 4 est reelle et digrammique, avec quatre 
cones reels, et que le point o soit interieur a trois cones et exterieur au 
qualrieme; ou bien si f. est imaginaire et que le point o soit interieur a Tun 
des deux cones reels (et exterieur ä l'autre). 



128 Cremona, memoire de giometrie pure sur les surfaces du troisieme ordre. 

Table des matiferes. 



ChapUre premier. 

So. Pag. 
Lea surfaces polaires p&r rapport ä une surface fondamen- 

talc d'ordre quelconque 4 

LS. Surfaces polaires dun point quelconque — 

3. Courbe polaire d'uno droite. Poles d'un plan ft 

5. Polaires d'un point de la snrface fondamentale F. 6 

6. 7. Cono circonscrit a F m — 

8. Droites osculatrices ä F„, fangen tu« double«, plans stationnaires etc.. . . — 

9. Points multiples 7 

10. Polaires d'un point par rapport ä un faisceau de surfaces — 

11.12. Polaires mixtes 8 

13. Re'ciproeite' entre le pole et le point double d'une polaire 9 

14. lö. Knveloppe des plans polaires des points d'un lien donne* — 

16. Lieu des poles des plans tangents ä une surface donne*e 11 

Chapitre deuxieme. 

Systemes de surfaces d'ordre quelconque — 

17. Surface engendree par deux faisceaux projectifs . — 

18. Courbe gauebe engendree par trois faisceaux projectifs 12 

19. Norabre des points oü se coupont quatre surfaces corresp. de qnatre fais- 

ceaux projectifs — 

20. Points double» d'un faisceau — 

21. Lieu des poles d'un plan par rapport aux surfaces d'un faisceau. ... — 

22. Courbe gauche engendree par deux re*seaux projectifs 13 

23. Surface engendrlc par trois rdseaux projectifs 14 

24. Courbe gauche engendree par quatre r<?seaux projectifs — 

20. Lieu des points doubles des surfaces d'un rescau lö 

26. De"veloppable osculatrice de la courbe d'intcrsection de deux surfaces. . . — 

27. 28. Nombres des points communs a trois surfaces qui paasent par une m£me 

courbe — 

29. Nombre des points oü sc coupent cinq surfaces corresp. de cinq reseaux 

projectifs 16 



Digitized by Google 



Cremona, memoire de giomiirie pure sur les surfaces du troitieme ordre. 129 



No. P«g. 

30. Licu des pole« d'un plan par rapport aux surfaces d'un rdscau 17 

31. Lieu des contacts entre une surface fixe et les surfaces d'un reVcau. . . — 

32. Licu des contacts entre les surfaces d'un faisceau et Celles d'un re*seau. Lieu 

des contacts entre les surfaces d'uu Systeme lineaire — 

33. Nombre des surfaces d'un faisceau qui touclient une surface donnäc. . . 18 

34. Points cngcndre*9 par deux systemes liiie'ilircs projectifs 19 

85. Courbe gauebe engendree par trois systemes Unfaires projectifs. ... 20 

36. Surface cngcndre*e par quatre systemes lineaires projectifs 21 

37. Jacobienne de qnatre surfaces donne*es. Jacobienne d'un Systeme lineaire. 22 

38. Lieu d'un point dont les plans polaires par rajiport a trois surfaces donnc'es 

passent par une mCme droite 23 

39. Points qui ont le mime plan polaire par rapport ä deuz surfaces donnees. 24 

40. Courbo gauche engendrdo par cinq systemes lineaires projectifs. ... — 

41. Nombro des points oü se coupent six surfaces corresp. de six systemes 

line*aircs projectifs — 

Chapitre troitieme. 
Assemblages syme'triques 25 

42. La surface engendrde par deux faisceaux d'ordre n, formant un assemblage 

synie*trique, a n' points double« — 

43. Propridtds et points doubles de la surface engendre'e par un assemblage 

syrndtrique de trois re*scaux projectifs 

44. Proprie*te*s de la surface engendre'e par trois r£seaux projectifs quelconques. 27 

45. Transformation des rc*seaux ge*nc"ratcurs d'une surface 28 

46. Proprie'te's et points doubles de la surface engendre'e par un assemblage 

symdtrique de quatre systemes Unfaires projectifs 29 

Chapitre quatrieme. 
Proprie'te's relatives aux surfaces nodales conjugudes. . . 30 

47. La Hessicnne a 10(»— 2)* points doubles. Surfaces polaires pure« et mixtes 

de plans — 

48. Surfaces polaires pures et mixtes de droites 32 

49. Deuxieme polaire mixte de deux points 33 

50. La surface polaire pure d'une droite est enveloppe*e par les deuxiemes 

polaires pures des points de cette droite — 

51. La surface polaire pure d'un plan est touche*e par les deuxiemes polaires 

pures des pointa de ce plan — 

52. Surface Steinerienne 34 

53. Plans tangents aux premieres polaires qui passent par un point de la 

Hessienne — 

54. Les plana polaires des points de la Hessicnne sont tangents a la Steinerienne. 35 

55. La Steinerienne est l'enveloppe d'un plan qui a deux poles colneidents. . — 

56. Aox 10(» — 2)* points doubles de la Hessienne correapondent au tan t de 

droites sur la Steinerienne — 

Joomal fttr Mathematik Bd. LXVIIL Heft ?. 17 



Digitized by Google 



130 Cremona, memoire de geomilrie pure sur les turfaces du troäieme ordre. 



No. 

57. Courbea correspondantca So 

Ö8. Courbe parabolique 36 

60. Si F, coutient une droite, on peut mener par cetto droite (n 4- 2) (n — 2)' 

plana qui touebent F n hör» de cotte m£me droite. Cette droite touche 

la Heaaienne en 2(n — 2) points 37 

Gl. Lieti des droites osculatrices a F n aux poiuta de l'intersection avec une aur- 
tace douin'c 3# 

62. Devcloppable circonscrite a F m suivant une aection plane 89 

63. 64. Lieu d'uu point dont la quadrique polaire eat circonacrite ou inscrite a 

un tdtraödre conjugue" ä une quadrique donnee — 

65. 66. Lieu d'un point dout la quadrique polaire par rapport a F m eat circon- 
acrite ou inacrite a un te"traedre conjugue* ä la quadrique polaire re- 
lative a la Heaaienne 41 

67. Lieu d'un point dont le plan polaire par rapport a la Heaaienne eat tangent 

ä la quadrique polaire par rapport a F u — 

68. Lea surfacea £. 42 

69. 70. Lea aurfacea S. 43 

Chapüre cinquiäme. 
Application des propri£te"s ge'ne'rales ä une aurtace tonda- 

raentale du troiaieme ordre 46 

72. La Heaaienne d'une aurtace eubique F t — 

73. Enveloppe dca plana polairos d'un point par rapport aux conea polairea. . — 

74. Hyperboloide polaire de deux droite» 47 

75. Couc polaire d'une droite 48 

76. Surt'aee polaire mixte de deux plana — 

77. öurtace polaire pure d'un plan — 

Chapitre sixieme. 
l'ruprirtr's de la 8urface Heaaienne d'une aurtace fundamen- 
tale du troiaieme ordre 50 

79. Plana tangenta ä la Heaaienne isaus d'un point donne* — 

80. Cono circonacrit ä la Heaaienne — 

81.82. Nornbre dea courbca gauchea du quatrieme ordro, dana un reaeau aur 

une quadrique, qui ont deux points doublea ou un rebroussement. 51 
83. Lea dix points doublea p de la Heaaienne sont distrilnu troia ä trois, sur 

lea dix droites n corrcapondantea. . 52 

85. Toute droite joignant deux points correapondants oo* de la Heaaienne • 

la proprie*tc* que lea plana polairea de Bea points paasent par une 

me'me droite w'c'. 53 

87. Point d'infiexiou de la courbe d'intersection de F, avec un plan atationnaire. 54 

58. Nombre des droites oo' dans un plan donne" — 

89. Le plan polaire d'un point de F lt par rapport ä la Heaaienne, passe par les 

pointa d'inöexion de la eubique interaection de F, avec le plan tangent. 55 



Digitized by Google 



Cremona, mimoire de geomitrie pure sur le* turface» du troisieme ordre. 131 



No. Pag. 

90. Nombre des droites uV dans un plan donne* 56 

5)1. Si une droite coupe la Hessienne en abcd, les points correspondants a'b'dd 1 

formeut un tt'traedre dont les faces passt-nt par a, b, c, d resp. . — 

92. Proprie'tu' des droites tangentes a la Heidorn« 57 

93. Le cone polaire de la droite n est osculateur a la Hessienne cn p. . . — 

94. La Hessienne et le cone polaire de n ont les memes plans tangents suivant 

les trois droites n l n t n ) qui concourent en p — 

95. Le niOme cone coupe la Hessienne suivant une couiqtic situe'e dans le plan 

polaire de p 58 

96. Sarface polaire du plan pn — 

97. Si une droite par p rencontre la Hessienne en c, d, les point« correspondants 

&, cf sont en ligne droite avec p 59 

98- Les droites n sont quatre ä quatre, et les points p sont six ä six dans 

cinq plans. Le pentaedre de M. Sylvester 60 

99. Les quadriques polaires des points de chacun des cinq plans du pentaedre 

sont coujugue"cs au te*traedre forme" par les autres quatre plans. . . 61 

K>0. Proprie'tc' des aretes et des diagonales du pentaedre 62 

101. 102. Figures correspondantes formte« par les droites et les plans par p. . — 
103. 104. Conca eubiques qui correspondent ä soi -meines et coupent la Hessienne 

suivant deux courbes planes. Involution des plans de ce* courbes. 63 

105. Surfacc polaire d'un plan passant par p 65 

106. Autres propric*te*s du pentaedre. Nouveau pentaedre 66 

107. Droites polaires d'un plan par rapport aux cones quadriques dont les 

sommetä sont dans ce plan. Axes des cylindres polaires 67 

108. Plans qui coupent F t snivant des eubiques barmoniques ou equi-anbar- 

moniques 68 

Clmpitre septieme. 

Les vingt-sept droites d'une surface da troisieme ordre. . . 69 

109. Les 27 droites; 5 plans tritangents par chaque droite; involution; les 45 

planB tritangents — 

110. Ge*ne>ation de F s par deux triedres 70 

111.112. Gc*ne*ration par deux faiaceaux projectifs 71 

113. Projectivite" de deux espaces, oü ä un point correspood un point et ä un 

plan eorrespond une surface cabique 72 

114. Lob 27 droites: notation; regle pour dc*cidcr si deux droites se coupent 

ou non; les 45 plans 75 

117. Les 36 double-six 78 

118. Toute surface eubique peut ßtre engendree par trois rtSseaux projectifs. — 



Chapitre 

Repräsentation d une sarface du troisieme ordre sur un plan. 82 

119. Geometrie des courbes trace*es sur F, — 

120. Courbes planes sur F, — 

17 • 



Digitized by Google 



132 Crem o na, memoire de giomitrie pure nur let surface* du troisiemc ordre. 

So. P«g. 

121. Courbe d'intersection de F, avec une surface d'ordre a 83 

122. Courbe Gs.« — 

123. Courbe 84 

124» Courbe Gji — 

125. Courbe C±i 85 

126. Systeme« de cubiqucs gauchos sur F t 86 

127. Intersection de F t avec une autre surface cubique — 

128« Courbes C^i et C s ,« 88 

129. Courbes C^j, r v et 89 

130. Courbe &,„ 9Q 

13L Courbes ty t i, Cr,4, C«,7> Ct^i, Qu, C>,i - 

132. Courbes gauches de F, corrcspondantes aux droite», coniques et cubiqucs 

du plan 91 

133. 131. Courbe gauche corrcspondante ä uno courbe plane quelconque. . . — 

Chapitre neuvieme. 
Surfaces quadriques qui coupent une surface du troisieme 

ordre suivant des coniques 94 

135. Points comtnuns ä deuz coniques sur F — 

13Ü. Si a, 6, c Bont truis droites dans un plan tritangent, trois coniques dont 
Ich plans A, B, C passcnt par a, b, c resp. sont sur une m6mc surface 

quadrique — 

137. Hyperboloide /../ 95 

138. Si A est le plan tritangent abc, Ja est la premiere polaire du point bc. 96 

139. Systeme des droites g — 

140. ! 11. Points oü lcs deux droites g cofncident 91 

142. L'enveloppe de chacune des seYies d'hypcrboloideB Ja, Jb> Je coincide 

avec le lieu des soinmets des cones quadriques (ABC) 99 

143. Faisceau des quadriques Sa 190 

144. Le lieu des sommets des cones (ABC) est aussi le lieu de la courbe d'inter- 

section des quadriques Ja> Sa! etc lül 

145. Les six coniques de F, tangentes aux trois droites a, b, c sont situ£es sur 

quatre cones, dont les sommets sont en ligoe droite. 102 

14fi. Hyperboloides qui coupent F t suivant six droites 193 

142. Ternes conjugudes de droites qui ne se coupent pa«. 104 

Chapitre dixieme. 

Proprie'tds diverses — 

148. Triedres conjugues — 

149. Ternes de triedres conjuguls qui contiennent toutes les 27 droites. . . 105 

150. Les sommets de deux triedres conjugues sont deux points correapondautn 

de la Hessienne IM 

IhL Proprie'te's des points 9 oh se coupent, deux ä deux, les 22 droite«. . . 107 



y Google 



Cremona, memoire de giomttrie pure sur let turfaces du trouieme ordre. 133 



No. Pag. 
IfiS. Lea deax pointa oh la Hessienne eat toucbee par une droite de F, aont 

des pointa corrcapondanta sur la Hessienne 107 

Ih'J. Snrfacea du dixieme ordre paaaaut par les 135 pointa &. — 

UlL Propridtc* de la aection de la Heaaienne par un plan quolconque. . . . lüä 

Chapitre ontiäme. 
Classification des Burfacea du troisieme ordre, eu e*gard a la 

rralitr des 27 droitea HD 

Inf). On peut toujonra engendrer une aurface cubique reelle par deux triedrea, 

chacun deaquelleB aoit un enscmble nV) — 

■ Deux triedrea forme's par aix plana reell 111 

1ÖL Un triedro rdel; l'autre contenant deux plana imaginairea conjugue'a. . . 112 

15S* Chaque triedre contenant deux plana itnaginaireB conjugue'a 114 

1 •">'.'. Lea cinq eapecea de la aurfaco cubique generale. 116 

1G<). La ge*ne*ration par troia re*aeaux projectifs ne donne que les quatre 

premierea eapecea. 117 

ÜLL Courbe C lf intersection de deux quadriquea Hfi 

H>2. Le rapport anharmonique de C 4 eat celui dea qnatre plana qui touebent 
la courbe en an möme point quelconque et qui pasaent reap. par 
lea aomineta dea quatre cones quadriquea aur leaquela la courbe eat 

placke. Hü 

163. La cubique plane, perspective de f, 120 

lü4. Lea troia caa de l'interaection de deux quadriquea qui ne se tonchent pas. . — 

165. Courbe monograromique. — 

1fi7. Conrbe digramtnique, te*traedre iroaginaire 121 

lßfi» Conrbe digrammique, te*traedre reel 122 

16JL Interaection imaginaire 123 

1 TU. Lea troia eapecea de C, 124 

171. Generation de F, par deax faiaceaux — 

122a La premicre eapece 125 

11LL La cinquieme especc. 12& 

174. La troiaieme eapece — 

175. La denxieme eapöce. . . — 

176. La quatrieme eapece 121 



äd by Google 



134 



Heber die Vertheilung der statischen Elektricitat in 
einem von zwei Kugelkalotten begrenzten Körper. 

(Von Herrn F. G. Mehler zu Danzig.) 



D ns Problem der Elektricilälsvertheilung in einem von zwei sich 
nicht schneidenden Kugelflächen begrenzten Körper ist bekanntlich schon von 
Po'mon für den besonderen Fall gelöst worden, dass der Körper aus zwei 
vollen Kugeln besteht und keine äusseren Kräfte auf ihn einwirken ; seine all- 
gemeine und vollständige Lösung aber hat es durch eine im Jahre 1862 er- 
schienene Schrift des Herrn C. Neumann erhalten, deren Methoden und Haupt- 
resultate man auch in diesem Journal (Bd. o2, p. 36 — 49) angegeben findet. 
Meine Absiebt ist es, den bisher, so viel ich weiss, noch unerledigten Fall 
in Betracht zu ziehen, wo die Grenzen des Körpers durch zwei sich schnei- 
dende Kugelflächen bestimmt sind. Jeden der vier gesonderten Räume, in 
welche zwei solche Flächen den ganzen unendlichen Raum thcilen, wird man 
nach Belieben als die Elektricität leitend oder nicht leitend voraussetzen können. 
Welche Anordnung man aber in dieser Beziehung auch treffen, und wo 
auch immer in dem nichtleitenden Räume der Sitz der vertheilend wirkenden 
elektrischen Massen sein möge, so sind doch alle daraus entspringenden Pro- 
bleme, nach dem jetzigen Stande der allgemeinen Theorie, als vollständig 
gelöst zu betrachten*), sobald man kennt: 

I. Die Dichtigkeit der elektrischen Schicht, welche durch einen elektri- 
schen Massenpunkl auf einem von zwei Kugelkalotten eingeschlossenen Körper 
hervorgerufen wird und gebunden bleibt, wenn dieser Körper mit einem un- 
endlich grossen Leiter in leitende Verbindung gebracht wird. 

II. Die durch Influenz eines elektrischen Massenpunktes erzeugte Ver- 
lheilung in einem Leiter, der von innen durch zwei Kugelkalotten begrenzt, 
nach aussen hin unbegrenzt ist. 

HI. Die Vertheilung einer gegebenen Elektricitätsmenge auf einem 
isolirten Leiter der ersten Art. 

Bei der Behandlung dieser Aufgaben, von denen übrigens die dritte, 

*) Man vergleiche die beiden Aufsätze des Herrn Liptchit* in Bd. 58, p. 1 — 53 
und 152—173 dieses Journals. 
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wie stets bei einem Leiter, der nur aus einem einzigen Stücke besieht, als 
ein Grenzfall der ersten angesehen werden kann, werde ich mich der Coor- 
dinaten bedienen, welche Herr C. Neumann seiner „Theorie der Elektricitüts- 
und Wärme- Vcrtheilung in einem Ringe" (Halle 1864) zu Grunde gelegt hat. 
Die Integration der Differentialgleichung des Potentials wird zunächst mit Hülfe 
einer durch ein bestimmtes Integral definirten Transcendenlen geschehen, welche 
hier dieselben Dienste leistet, wie die „Betsekche Function* für zwei sich 
berührende und die Laplacesche Function P m (x) für zwei völlig getrennte 
Kugelflächen ; aber durch eine einfache Transformation wird es gelingen, das 
Resultat von jener Transcendenlen zu befreien und in die Form eines einfachen 
bestimmten Integrales zu bringen, das unter dem Integralzeichen nur noch 
Kreis- und Exponentialfunctionen enthält. In gewissen speciellen Fällen, zu 
denen auch das von Herrn Ltpschitz in dem zweiten der vorhin citirten Auf- 
sätze und auch in einer späteren Arbeit *) behandelte „kreisförmig begrenzte 
Segment einer Kugelfläche" gehört, ist sogar dieses Integral selbst auf Elementar- 
funetionen zurückführbar. Wenn nun Herr Lipschits an dem letztgenannten 
Orte ein Verfahren angegoben hat, welches geeignet ist, die elektrostatische 
Vertheilung auch für eine beliebige Anzahl von ganz ausserhalb einander 
liegenden Kugelilächensegmenten zu bestimmen, und wenn man selbst annehmen 
will, dass dieses Verfahren auch für den Fall zweier Segmente mit gemein- 
schaftlichem Rande zulässig sei, so ist doch zu beachten, dass eine wirkliche 
Durchführung desselben die Ausführung einer uuendlichon Reihe von Integrationen 
erfordern würde, und daher eine directe Lösung nichts weniger als überflüssig 
gemacht wird. 

Noch muss ich bemerken, dass mittels des zuerst von Herrn W. Thomson 
aufgestellten Princips der sphärischen Spiegelung, das ich indessen nur aus 
der von Herrn Lipschitz gegebenen Darstellung kenne, das Problem I. sich auch 
auf III. zurückführen lässl; aber dieser Umstand konnte mich nicht hindern, 
den entgegengesetzten Weg einzuschlagen, weil die directe Lösung der erstell 
Aufgabe sich mit derselben Leichtigkeit, wie die der letzten, bewerkstelligen lässt. 

Ii. 

Einführung der Coordinaten und der die Lösung vermittelnden Transcendcntcn. 
Der Mittelpunkt des Kreises K, welcher den gemeinschaftlichen Rand 
der beiden den Leiter begrenzenden Kugelkalotten bildet, werde zum Anfangs- 
"•f Bd. 61, p. 1-21 dieses Journals. 
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punkl eines rechtwinkligen Coordinatensystems gewählt, und die Achse der x 
stehe senkrecht auf der Kreisebene. Man kann diese Ebene sich stets in 
horizontaler Lage und den positiven Theil der x- Achse nach oben gerichtet 
vorstellen. Die Ebene, welche durch irgend einen Punkt (x,y, s) und die 
x- Achse gelegt wird, schneidet den Rand in zwei Punkten, nach denen hin 
wir von (*, y, s) aus Radienvcctoren ziehen. Von den beiden Winkeln, welche 
diese Radienvectoren bilden, bezeichnen wir, Herrn C. Neumann folgend, den 
hohlen oder den erhabenen durch to, je nachdem (x, y, s) oberhalb oder unter- 
halb der y» -Ebene liegt; ferner durch e* das Verhällniss des grösseren Radius- 
vectors zum kleineren, und endlich durch 7 den Winkel, welchen die vom 
Anfangspunkt der Coordinalen nach dem Endpunkt des kleineren Radiusvectors 
gezogene Gerade mit der positiven Richtung der y- Achse bildet. Der Winkel y 
wird als zunehmend betrachtet werden im Sinne einer Drehung von der 
positiven y- Achse nach der positiven s- Achse hin. Um alle Punkte des 
Raumes zu erschöpfen, muss man u> und <p von 0 bis 2n und # von 0 bis -x 
variiren lassen, und je nachdem man entweder u> oder <p oder & einen con- 
stanten Werth beilegt, ist der Ort des Punktes (x, y, %) entweder eine durch 
den Kreis K begrenzte Kugelkalotle oder eine durch die Achse der x be- 
grenzte Ebene, oder eine Hingfläche, entstanden durch Rotation eines Kreises, 
der auf der x- Achse zwei feste imaginaire Punkte im Abstände +ay'— 1 vom 
Anfangspunkt hat, wenn a den Radius des Kreises K vorstellt. Der Zusammen- 
bang zwischen den ursprünglichen und den neuen Coordinaten wird durch die 
folgenden Formeln gegeben, in denen i die Bedeutung von j— 1 hat: 

«in tu 

~ 0 COB #1 — COS W ' 

... a %\n&ico*(p 

{* = Tcoa^-coa«.' 

a siutfrsiiK» 

* = k;- — • 

1 cos tri — cos w 

Für das Quadrat der Entfernung r des Punktes (x, y, i) von 
Punkte (ar,,y,,*,) oder , y,, tu,) findet 



x ri _ cos cos i -f Bin fri sin fl, i cos (y — y, ) — cos Q— w, ) 
* '* ~ (to«*i — co8ft»)(coät>,i — cos«,) ' 

so dass 

T ~~ aV2 P 
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wird, wenn man zur Abkürzung setzt : 



l'COS »9t— COS tU = p, ] COS »/, i — COS V), = />, , 

1 [cos.V»cos.'> ) t+sin.'/»sir1. , > I tcos(y— gj,) -cos(w-cu,)] = /». 

Aus dorn Ausdrucke für r erhfilt man, indem man die beiden Punkto einander 
unendlich nahe rücken, d. h. x t — x+dx, 9, = ,') +d>') etc. werden lässt, das 
Quadrat des Linienelemenls : 



(3.) dx' + dy' + d? = ^-(rf.^-sin.Virf^+rf«;*). 

Vermittelst desselben wird die Differentialgleichung J*Y = 0 in die folgende 
Iransformirt: 

d&\ ip« S&J + ^7^&i öy' + doi V ip* Ö^V - °' 

und diese nimmt durch die Substitution Y = pU die wesentlich einfachere Ge- 
stalt an: 

^ sro ( s,n ,9 ' 6*-; - + w + J ü = °- 

Enthält U die Variablen f> und </> nur in der Verbindung: 

(6.) cos#fcos»V,»4- sin#tsin '>,icos(y — y,) = cosip, 

wobei r t stets reell ist und positiv genommen werden darf, so verwandelt sich 
die letzte Differentialgleichung in: 

und von dieser ist die Function 

P~* = (cos r y i - cos ((Ot-w))-* 
ein particuläres Integral. 

Unsere nächste Aufgabe wird nun darin bestehen, für P~ l eine unseren 
Zwecken entsprechende Darstellung durch eine Summe Von Elementen zu fin- 
den, deren jedes für sich der Gleichung (7.) Genüge leistet und dabei in zwei 
Factoren zerfällt, von denen der eine nur von tu,— u>, der andere nur von i, 
abhängt. Setzt man in der Gleichung 

du 

t* -\- coani — cos (w, — «) 
coscri statt >/' -\ cos>;i, so wird dieselbe leicht in die folgende Form gebracht: 



2 /** 
nJ 7 



p-x _ 1 f cotj(w t — w — aQ — cotK**, — «4-«0 
53 ./ Vco*at— coBiji 
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dt, 



oder wenn man t = e~' tun setzt: 



col \ (w ( — U) 



-ai) = 2/ 



11 



sin (n— (<o, — <■>)-}- ai)fti 
sin uni 



d.U. 



Von dieser Gleichung ist die durch Verwandlung von o in — « daraus her- 
vorgehende zu sublrahiren und das Resullal in den letzten Ausdruck von P~ l 
zu subsliluiren. Kehrt man alsdann die Reihenfolge der Integrationen um und 
bezeichnet durch J u (r t ) die Transcendente: 



so wird P~ l , unter der Voraussetzung, dass 0 <T w, - ta < 2.7, durch das fol- 
gende bestimmte Integral dargestellt: 



Wenn man in der soeben erhalteneu Gleichung statt co,— ui eine complexe 
Variable ifr+M einführt und 2e~ f "F(i], //) statt J/tf) schreibt, so nimmt ihre 
rechte Seite die Form an: 



und die Function F (/;,«) bleibt zufolge (8".1 für jedes endliche ,« eudlich und 
nimmt auch für u = -sc sicher keinen unendlich grossen Werth an. Das Integral 
behalt also, wenn rp zwischen 0 und %n gewählt wird, stets einen bestimmten 
Sinn und ist offenbar eine eindeutige und stetige Function von iff+ki. Eben- 
dasselbe gilt von der linken Seite von (9.), wenn ihr reeller Theil stets mit 
einerlei Vorzeichen genommen wird, und zwar mit dem positiven, weil dieses 
für ). =0 Geltung hat. Deshalb ist die Substitution tu, — 10 — y-fZi in (9.) 
für jedes reelle /. gestattet, wenn die Bedingung 0 <C y> <C 2n festgehalten und 
das Vorzeichen der Wurzelgrösse in der angegebenen W'cise bestimmt wird, 
und folglich ist auch: 

(10.) / COS(.T — lf>) Iii COS lu J^) du = {^'(co8r / i — cos (uv+ riuf))" 1 , 



wenn die Summe auf der rechten Seite sich auf die beiden Werthe t = 1 und 
r — — \ bezieht. Ein genaueres Eingehen auf das Verhalton von J ¥ {ij) für 




^9.) P- 1 = /'*COS(: 
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ein unendlich grosses ,</ Wörde zeigen, dass man in (10.) sogar tp = 0 oder 
= 2tj nehmen darf, wenn t; nicht = 0 und 1* nicht = 17 1 ist, dass also 

I cos iu . cos7iuiJ u (t])du = (cos j^i — cos /»)-* (für 0 < l < 1;) 

= 0 (f flr q < ). < so), 

und die Vergleicliung der linken Seite dieser Gleichung mit der Darstellung, 
welche für die rechte Seite durch Anwendung des Fourierschen Salzes ge- 
wonnen wird, würdo für /„(ij) den neuen Ausdruck ergehen: 

Wir wollen den strengen Beweis dieser Formel aber lieber auf einem anderen 
Wege führen , auf dem wir auch noch andere bemerkenswerte Ausdrücke 
für J„{Tj) gewinnen werden. Die Gleichung (10.; ist sicher gültig für y> — n 
und liefert: 

(cosiyi + cos«) - » = / cos Ift /„(»?)</«, 
so dass zufolge des Fowrierschen Satzes: 

Bringt man dies Integral in die Form: 

ersetzt den reciproken Werth der Quadratwurzel d urcn das bestimmte Integral 

i_ r* di 

nj z-rvo*t)i-\-im\T}iK<i*t 

und wendet, nach Umkehrung der Integralionsfolge, die Substitution 

3 = (cosi;i + «sin/,icos/)*' 
an, so wird die Integration nach z ausführbar, und man erhält: 

< 8 '> = i^T^i /"(cos V - + sin cos /)-'"* .//. 

Durch die Substitution cosr/t + isini)i cos/ = e", welche nur für ?/ = 0 unstatt- 
haft ist, erweist sich dieser Ausdruck als identisch mit dem in (8*.) befind- 
lichen, dessen Gültigkeit somit ebenfalls bewiesen ist. 

Aus dem in (8 r .) enthaltenen Ausdrucke der Function /„(»/) ergiebt 
sich am leichtesten, dass dieselbe der Differentialgleichung 

18 • 
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und folglich jedes Element des Integrales in (9.) der Gleichung (7.), Genüge 
leistet, ferner dass sie nebst ihren sammtlichen nach cos» y « genommenen Dif- 
ferenlialquotienlen bis r t = 0 inclusive stetig bleibt, und endlich, dass sie sich 
in eine nach Potenzen der positiven Grösse A = J(cosv— 1) fortschreitende, 
jedoch nur von A = 0 bis h=l convergente Reihe entwickeln lässt: 

v WJ cotftffi L 1 2' + 2*4' J 

Nieraus lässt sich der enge Zusammenhang der Transcendenteu ./. (tj) sowohl 
mit der Besselschen Function J(x) als auch der iMplaceschen P M (cosO) sofort 
erkennen. Nimmt man nämlich ,u unendlich gross und h unendlich klein, je- 
doch so, dass \:rh einen endlichen Werth x 1 behält, so geht die in der Klammer 
befindliche Reihe über in J(x)\ setzt man dagegen 2//i— 1 = 2» und ä=— sin 3 jö 
(d. b. t)i = $)i so verwandelt sie sich in die von Dirichlet gegebene, nach 
Potenzen von sin £ 0 fortschreitende Entwicklung von P m (eos$). 

§• 2. 

Das Potential der durch einen Masaenpunkt erzeugten Vertheilung, dargestellt 
mit Hülle der Transcendenten Jf,(tj). 

Die Gleichungen der den Leiter begrenzenden Kalotten seien tu = y 
und o»=ß t und es sei y<lß, so dass, wenn y und ß, der bisherigen Fest- 
setzung über das Intervall von to entsprechend, beide zwischen 0 und 2n 
gewählt werden, die zweite Kalotte stets unterhalb der ersten liegt. Die Be- 
dingung dafür, dass ein Punkt to) innerhalb des Leiters liege, wird 
durch die Ungleichheit y <C u><C ß ausgedrückt, und der Punkt liegt ausser- 
halb desselben, wenn to entweder zwischen ß und 2n oder zwischen 0 und 
y enthalten ist. Hiernach mfisste die Variabio to beim Durchgange des Punktes 
durch das Unendliche oder den den Rand umgebenden Theil der ys- Ebene 
plötzlich von einem der Werthe 2n und 0 auf den andern überspringen : allein 
diese Unsletigkeit, welche in der Rechnung zu sehr lästigen Unterscheidungen 
Veranlassung geben würde, lässt sich vermeiden, wenn man den Winkel to, 
der nach (1.) nur bis auf ein beliebiges zu addirendes Multiplum von 2n als 
Function der rechtwinkligen Coordinaten bestimmt ist, nachdem er den Werth 
2n erreicht hat, von da sich continuirlich bis 2.7 -f y ändern lässt, so dass 
für Punkte ausserhalb des Leiters die eine Ungleichheit ß <Z.a><i2n-\-y be- 
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sieht. Jetzt steht auch nichts im Wege, der Constanten ß einen Werth zu er- 
theilen, der > 2n aber <C2n-f-y ist, und in diesem Falle besitzt der Leiter 
unendlich grosse Dimensionen, während der nichtleitende Raum von der Kalotte 
y und der jetzt oberhalb dieser befindlichen Kalotte ß vollständig eingeschlossen 
wird. Dadurch wird es möglich, die in der Einleitung aufgestellten Probleme L 
und II. gleichseitig zu behandeln; es werden sich nämlich die nachfolgenden 
Entwicklungen auf das erste oder zweite beziehen, je nachdem ß zwischen 
y und 27i oder zwischen 2n und 2n + y liegt. W ir setzen also ein für alle 
Mal fest, dass: 

0<y<2n, Y<ß<z*+r, 

ferner dass für ausserhalb des Leiters gelegene Punkte: 

(12.) /i<tO<27T-f 

und endlich nehmen wir für Punkte in der leitenden Substanz, je nachdem 
das Eine oder das Andere vortheilhafter ist: 

(13.) y < °> < t* oder 2?T + "/ < w < 8»»+/*. 
Die Coordinalen des erregenden Punktes, in welchem man sich die Einheit 
der negativen Elektricität concentrirt denkt, seien </;,, a>,; da dieser Punkt 
ausserhalb des Leiters liegen muss, so muss u>, «wischen ß und 2?r+y ent- 
halten sein. Die Lösung der Aufgaben I. und II. erfordert nun die Kennt- 
niss eines Potentiales I . welches von einer nur auf der Oberfläche des Leiters 
befindlichen Massenschicht herrührt und für jeden beliebigen Punkt der Ober- 
fläche dem reeiproken Werthe seines Abstandes von (&,,</>,, a>,) gleich 
wird. Ich behaupte, dass dieses Potential V, bezogen auf irgend einen Punkt 
[i>,(p ,to), sich für den ganzen Raum durch die folgenden Formeln darstellen lässt: 

v-v,+ r„ 

v _ PP, wt y _ PPl ff 

U fi « J A ß co»(n-tO'\-ß)ftiJ fl (7i)dfi, (/* <^ co <; 2n +/*), 
u 

wenn A (1 und A y passend als Functionen von ,« bestimmt werden, und wenn 
man, den beigefügten Ungleichheiten entsprechend, für innere Punkte in 
die zweite, in U r die erste der Ungleichheiten (13.), für äussere Punkte da- 
gegen in beiden Ausdrücken die Ungleichheit (12.) bestehen lässt. Um diese 
Behauptung zu rechtfertigen, soll zunächst gezeigt werden, dass in der That 
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Ac und I sich so bestimmen lassen, dass die auf die Oberfläche bezügliche 
Bedingung befriedigt wird. Lüssl man den variablen Funkt (ft,<p,w). z. B. 
von aussen her, in die eine oder die andere der begrenzenden Kalotten rücken, 
und beachtet, dass die Gleichung (9.) des vorigen §. auf die Werthe m—ß 
und 10 ss y anwendbar ist. weil die Differenzen w,- ß und u> t — y positiv und 
-C2i sind, so sieht man. dass die folgenden beiden Gleichungen zu erfüllen sind : 

( Uß + V y k^fl) = ^üLfi =/ cos (« - u», + ß) fii J„ (n) du, 

aj cos (71 - co, + y) uiJ^i. dn, 

u 

und diese werden erfüllt, wenn: 

j4 t cos (ji +y — /J) i/i -f .4 y cos rr jui == cos [n — to, -f «t. 
Hieraus folgt: 

ffH A - ^n(2« -y- < u,)^i sin Q, - /*>t 

Nachdem nun und A. ( so bestimmt worden sind, dass V sich an der Ober- 
fläche auf den vorgeschriebenen Werth reducirt. so wird die ausgesprochene 
Behauptung ihrem ganzen Inhalte nach bewiesen sein, sobald noch nachge- 
wiesen sein wird, dass 1\. und V für den ganzen Raum resp. die Potentiale 
zweier Massenschicblen vorstellen, von denen die erste nur auf der Kalotte ff, 
die zweite nur auf der Kalotte y verlheilt ist. Hierbei genügt es aber offen- 
bar, sich auf die Betrachtung von zu beschränken. 

1. Die Function cos(ti — (o-rji) uiJ^) ist endlich und stetig in Be- 
zug auf die Variablen ti, u>, r t , sie wird am Bande, wo .*> und folglich auch 
t] = ^. gleich Null, und sie hat zu beiden Seilen der Kalotte, d. h. für cu = ,f 
und tu = 2n+ß, einen und denselben Werth. Der Factor A t> ist ein echter 
Bruch und convergirt für u = -v hinreichend stark gegen Null, damit das In- 
tegral, durch welches Vi in (14.) definirt ist, stets einen bestimmten Sinn be- 
halte. Die Grösse;* ist stetig und endlich, ausser in unendlicher Nähe des Randes, 
und verschwindend klein für unendlich entfernte Funkte, weil für diese .V und i» 
sich resp. unendlich wenig von 0 und 2.i unterscheiden. Ferner ist auch 
mit Ausnahme des Bandes endlich und eine stetige Function nicht allein der 
Variablen & und if sondern auch der rechtwinkligen Coordinaten. indem es 
auf der x- Achse, wo f> = 0 und <p unbestimmt, nach (6.) von <p unabhängig 
ist. Aus dem Gesagten geht hervor, dnss V, im Unendlichen verschwindet 
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und im ganzen Räume sich stetig ändert, wofern nicht etwa am Rande, wu 
,9 - ryc und 10 unhestimml ist und V ß unter der Form cc.O erscheint, eine 
Ausnahme eintritt. Wir wollen aher zeigen, dass auch am Rande V ß einen 
endlichen und eindeutigen Werth behält, und zu diesem Zwecke hahen wir 
nur nachzuweisen, dass das Product e ir, U.> für », = nc gegen einen festen und 
von tu unabhängigen Werth convergirl. Multiplicirt man beide Seiten von (8".) 
mit e*' und verwandelt « in fj + a, so wird, bis auf verschwindend kleine 
Grössen, für »j = oc: 

uW> nmnfttnJ \e a — 1 

und daher: 

Theilt man das Integral nach u in zwei andere mit den Grenzen 0 und |«, 
{ n und sc, so verschwindet das zweite für f/=> ao, und das erste reducirt 
sich nach einem Theorem von Dirichlet auf den Werth von Aß für ft = 0 ; 
es wird also für jj = oc : 

ist somit in der That endlich und von a> unabhängig. 

2. Es ist auch leicht einzusehen, dass die ersten nach x, y, * ge- 
nommenen Differenlialquotienlen von I , nur beim Durchgange durch die Kalotte ji 
eine Stetigkeitsunterbrechung erleiden, und dass sie nur am Rande unendlich 
grosse Werthe annehmen können. 

3. D»J„(t)) der Differentialgleichung (11.) genügt, so genügt Up der 
Gleichung (5.) und folglich V fi der Gleichung (4.) oder SVß^O. 

Hiernach besitzt in der That V p die characterislischen Eigenschaften des 
Potentials einer auf der Kalotte ß vertheilten Massenschicht, und die Gleichungen 
(14.) und (15.) enthalten, wie behauptet wurde, die Lösung der Aufgabe. 

§• 3. 

Andere Ausdrucke rar das Potential, welche die Transcendcute J H (ji) nicht enthalten. 

Bestimmung der Dichtigkeit 

Um die Ausdrücke von U fl und U Y in (14.) in andere überzuführen, 
in denen /„(17) nicht mehr vorkommt, sollen A ß und A r in geeigneter Weise 
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durch bestimmte Integrale ersetzt werden. Als Ausgangspunkt kann die be- 
kannte, für — 1 <a<l und — n <Cö*<C n gültige Formel dienen: 

sing«? sind /'' x m -f x~" dx 

Dieselbo bleibt, wie sich in üblicher Weise rechtfertigen lässt, auch dann noch 
richtig, wenn « eine complexe Grösse, deren reeller Theil zwischen —1 und 
1 liegt, oder auch eine rein imaginäre Grösse bedeutet. Führt man also statt 
ad und ftii die Werthe: 

ati = (2-7 + y — o», ) iii, an — < 2.7 + y — ß) tii 
ein, macht noch zur Abkürzung: 

(16.) 2n+?-ß = ^, 

so dass: 

J = n (2.t -f y - »,) = n - n («, - 
und setzt endlich logj = — «Ä, so erhält man: 



J vn» tut — cosn(«, — fl) 



fl 



Für A r gilt ein ganz ähnlicher Ausdruck, der sich von dem vorstehenden nur 
dadurch unterscheidet, dass er unter dem Integralzeichen im Nenner statt der 
Differenz der beiden Cosinus die Summe eben derselben enthalt. Nach Ein- 
führung dieser bestimmten Integrale für 1 und A y in (14.) wird die Integration 
nach u vermittelst der Gleichung (10.), worin y resp. —ia~ß und =w— y 
zu setzen, ausführbar, und man gelangt zu dem Resultate: 



(170 



i TT n . , /'* </*2'(<os» i — co*(w— ß-\-xlt))-\ 

\U ti = — s,n n (*, - ß)/ \^i<_^\ c »;jfl 31 , 

)u = « sin „ x ^^^ 

\ r 2n ^ ' ' J cosfiii-)- co8n(w, — fl) 



Diesen beiden Ausdrücken sollen jetzt, wenigstens für ausserhalb des Leiters 
gelegene Punkte, zwei andere für die Summe und die Differenz von Up und 
U f an die Seite gestellt werden, bei welchen unter dem Integralzeichen statt 
des complexen Arguments der (— {)"" Potenz ein reelles auftritt, und welche 
einige specielle Eigenschaften des Potentials, die aus (17.) nicht unmittelbar 
ersichtlich sind, leicht erkennen lassen. Man könnte die in Rede siehenden 
Darstellungen durch Transformation von (17.) mittels imaginärer Substitutionen 
ableiten, gelangt aber noch einfacher auf folgendem Wege zum Ziel. Nach- 
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dem man für A ß und A r ihre Werthe aus (15.) in die beiden letzten der 
Gleichungen (14.) eingesetzt hat, nddire man diese Gleichungen, was für äussere 
Funkte ohne Weiteres erlaubt ist, weil dann bei beiden für to dieselbe Un- 
gleichheit gilt; von der Summe suhlrahire man die Gleichung (9.), wodurch 
die Bedingung to, — cu>0 eingeführt wird: man findet dann nach einigen leichten 
Umformungen der Producte aus cos und sin: 

u ß +u-p- 1 

J sin(2» + y-/*>i f K " 

Ist aber to, < w, so muss man in (9.) tu, — tu in io—w, verwandeln und kommt 
dann zu einem Ausdrucke, der sich von dem vorhergehenden nur durch Ver- 
tauschung Yon to, und to unterscheidet. Substituirt man nun für iin nfUJ^tj) 
seinen Werth aus (8°.) und setzt: 



so wird die Integralion nach / vermöge einer von Euler herrührenden Integral- 
formel ausführbar, und es ergiebt sich: 

\U,+ U y = P- 1 — ^/'V(cosoi-cos»;ir*tfr, 

da) ( m i 

jy mnnat Binnoi 



cos n ai — co8n(w, — w) cos nai — 00811(1», -\-u—2ß) 
Dasselbe Resultat gilt auch für to, <Z to, weil D durch die Yertauschung von 
to und to, ungeändert bleibt, und es gilt auch noch für ^ = (0, wenn nicht 
gleichzeitig »/ = 0, in welchem letzteren Falle es unter der Form 00—00 er- 
scheint. Ersetzt man übrigens P~ l durch das bestimmte Integral 

~ ni J cob ai — cos (w, — w) 

und bringt dies mit dem in (18.) stehenden unter dasselbe Integralzeichen, so 
erhält man eine Formel, die auch dann noch gilt, wenn gleichzeitig w x =(o 
und j? = 0, also und y=<y>i, d. h. wenn der Punkt (#,</>, to) mit 

(#, , op, , to,) zusammenfällt. 

In ganz ähnlicher Weise, und zwar mit Benutzung des in (8 6 .) ent- 
haltenen Ausdrucks von ^(17), findet man für die Differenz von Up und U y : 

U p -U f = oP- , -\-^J" , S.(cosr } i-cosai)-*da, 



(19.) 

Journal für Mathematik Bd. LXVI1I. Heft 2. 19 



„ _ »inw(w, — ta) Bi nn(tü, -f u — 2ß~) 

~~ cos n ai — cos n (w, — w) ~* cos nai — cos n(w, -f-w — 2/J) 1 
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worin <r=— 1 oder = -fl zu setzen, je nachdem w,— u> positiv oder negativ, 
und i] >> 0 vorausgesetzt ist. Für rj — 0 hat man statt des Integrales den 
Grenzwcrth zu nehmen, dem es für ein unendlich kleines t] zustrebt, und 
welcher sich mit Hülfe der Substitution a = r t a' ermitteln lässt. Man findet 
auf diese Weise: 

( U fi ~ U X -») = - y2 »in + 72 t C ° l * " "0 +COl J » (">!+ " ~ V)], 

welche Grösse offenbar auch für ein unendlich kleines positives oder negatives 
tu,— iu sich einer und derselben endlichen Grenze nähert, wie es sein muss. 
Uebrigens kann man, um die Analogie zwischen (19.) und (18.) vollständig 
zu machen, für oP~ l das bestimmte Integral 

= -A sin '("!-«>) r'^^'-coBaO-^o.jairfa 
n iX 'J eosai — cos(w, — wj 

setzen, auf welches man durch Verbindung von (9.) und (8\) geführt wird, 
und welches sich auch direct durch Rationnlmachung der Wurzelgrösse be- 
rechnen lässt. 

Es bleibt jetzt noch übrig, die Dichtigkeit k der elektrischen Belegung 
zu bestimmen. Hierzu dient die Gleichung: 

c?(K-r-0 _ pp, djl't+ U y-P-*) 

-* nk ~ — 5jv — - — öjv ' 

worin N die nach dem nichtleitenden Räume hin gerichtete Oberflächennormale 
bedeutet und nach vollzogener Differentiation tu = ß oder =2n+y gesetzt 
werden muss, je nachdem es sich um die Dichtigkeit für Punkte der Kalotte ß 
oder der Kalotte y handelt. Unterscheidet man diese Werthe von k durch 
dio Zeichen kß und k r , setzt: 

y'cosöt — cosß =pt, ) cos '>«'— cosy ~p r , 
und beachtet, dass für die erste und dio zweite Kalotte respective 

p}dN=adu> und p t r dN = -adu>, 
so ergiebt sich unter Anwendung von (18.) sofort: 



(20.) 



, p.n'sin w(« ( — ß) j /'* </osinwoi(coBoi — cos^i) - * 
H P ~ ' P "J (cosnoi- cos «(«/,-/?))• ' 

I, p l n , Hinw(ai, — ß) y /'* da sin » ai ( cos et — co» tji) H 



Von besonderem Interesse ist es, das Verhallen von * für Punkte, die dem 
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Rande sehr nahe liegen, kennen zu lernen. Nun bemerkt man leicht, dass 
man, wenn e einen gewissen Factor bezeichnet, der sich für ein ins Unend- 
liche wachsendes # unbegrenzt der Einheit nähert, 

setzen darf. Das hierin vorkommende Integral wird durch die Substitution 
a = rj + log ( 1 + 0 in die Form eines Eulerschen Integrals zweiter Galtung ge- 
bracht und nimmt mit dem unmittelbar davorstehenden Factor vereinigt für 
d = oo den Werth an: 

i* rf„X?) ( cos * * + sin * icos (v- <p .))—*• 

Die Dichtigkeit für einen Punkt in der Nähe des Randes ist also gleich dem 
Producte einer endlichen Grösse in die (»— 1)" Potenz des kürzesten Abslandes 
des Punktes vom Rande; sie ist daher am Rande unendlich gross, wenn die 
Zahl n, deren kleinster Werth £ ist, zwischen l s und 1 liegt, sie bleibt end- 
lich für n = 1 , und sie ist gleich Null, wenn »>1. Nach (16.) ist n der 
Quotient von tt und 2n-\-y—ß ) und die letztere Grösse bedeutet den äusseren 
Neigungswinkel der in einem Punkte des Randes an die Oberfläche gelegten 
beiden Tangentialebenen. Es tritt also der erste oder der letzte der drei 
unterschiedenen Fälle ein, je nachdem dieser äussere Winkel ~^>n oder <Zn t 
d. h. je nachdem der Leiter einen scharfen oder einspringenden Rand hat, und 
der zweite Fall findet nur dann statt, wenn der Leiter eine volle Kugel oder 
ein unendlich grosser Körper mit einer kugelförmigen Höhlung ist. 



§• 4. 

Specielle Fälle. 

Wenn n eine ganze Zahl ist, so lassen sich die beiden Restandtheile 
von D in (18.) in Partialbrüche zerlegen vermittelst der Formel 

ein «ort J.'jT' * mB * 



co.«ai- C o 9 nfl n . „ C09O< „ c09 ( ß + l 2 „) * 

und man findet dann durch Ausführung der Integration: 

Ü,+U r 

= — 2 (cosqi— cos (cu— a>,4- -i-2tn))~*-|-i (cos^i— cos(a>+io,— 2/?-f 2#n))~! 
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Hieraus erkennt man leicht den folgenden Satz: 

Ist n eine ganze Zahl, d. h. der äussere Winkel am Rande der Kalotten 
ein aliquoter Tlteiltonn, so ist die Wirkung der durch einen Punkt ( '>,, g>,, tu,) 
ton der Masse — 1 erregten Verkeilung nach aussen hin äquivalent der Wir- 
kung ton 2n— 1 im Innern gelegenen Punkten, welche die Coordinaten 

^t» — ~2«r, (*=l,2,...n— 1) und £j, y,, 2ß—<o l 2*n, («=0,1,...»— 1) 

haben, und in denen respectitc die Elektricilätsmengen 

— j>,(cos#,i— cos (tu, — ~2sn^j ' und 4 (cos.'V — cos (2/? — tu, — ^- 2n)) 
concenlrirl sind. 

Werden die zu den beiden Kalotten gehörigen Kugelradicn unendlich 
gross, während irgend eine an die Rondkurve gelegte Tangente im Endlichen 
festgehalten wird, so gehl der Leiter in einen von zwei sich schneidenden 
Ebenen begrenzten Körper über, jene 2/1—1 Punkte fallen mit den Spiegel- 
bildern des erregenden Punktes zusammen, und die ihnen mitzuteilenden 
Elektricitätsmengen sind abwechselnd =±1, ein Resultat, dessen Richtigkeit 
auch ohne jede Rechnung einleuchtend ist. Man möge aber nicht unbemerkt 
lassen, dass für ein nicht ganzzahliges m die Consiruction der Spiegelbilder 
für die Lösung der Aufgabe von keinem Nutzen ist, weil dann ein Theil der 
Bilder ausserhalb des Leiters fällt. 

Noch ist ein anderer einfacher Fall, in welchem die Integralion in (18.) 
sich umfuhren lässt, hervorzuheben, nämlich derjenige, wo n ein ungerades 
Vielfaches ton \. Hier ergiebt sich, wenn man zur Abkürzung: 

cos i(to, — co + ^-4 sn) = cos Jiji.costf»., 

cosl(ü), + a> — 2ß + -^-Asn) = cosjiji. cosV», 
setzt und 4», und H t t »wischen 0 und n wählt: 

Vßtv r - n y2coB4fliL»in*. i ' „ sinV, J' 

Ist n— ±, d. h. ß = y, fallen also die beiden den Leiter begrenzenden Ka- 
lotten in eine einzige zusammen, so muss die erste der beiden vorstehenden 
Summen fortfallen, und die zweite ist auf das dem Werthe «=0 entsprechende 
Glied zu beschränken. 
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§■ 5. 

Die Vertheilung eiuer gegebeneu Elektricitätsniengo ohne Einwirkung 

Süsserer Kräfte. 

Es bezeichne, wie bisher, V das Potential der dem Oberflächcnwerlbe 
r~ ! entsprechenden Belegung; dagegen sei e dasjenige FlüchenpolenlicJ.welclies 
an der Oberüfiche sich auf den conslanten Werth 1 reducirl, d. h. von einer 
gewissen Elektricilätsmenge herrührt, die dem Leiter milgetheill ist und sich frei 
auf ihm verbreiten kann. Die Dimensionen des Leiters dürfen jetzt nicht unend- 
lich gross sein, d. h. es muss /2<^2tt vorausgesetzt werden. Der kleinste 
Abstand des Punktes (#,, <p n tu,) von der Oberfläche sei r„, der grössle r 2 , und 
der Abstand von einem festen Punkte im Innern des Leiters sei ~r,. Dann 
sind die Differenzen 

© — r„ V und r 2 V— 9, 
welche eben so wie V und v die Potentiale gewisser Flachenbelcgungen vor- 
stellen, an der Oberfläche respective zwischen den Werthen 0 und 1 — -, 

0 und^ — 1 enthalten, also nirgends^ negativ. Deshalb können jene Differenzen, 
wie nach Gauss *) leicht in afier Strenge bewiesen werden kann , auch im 
ganzen Räume nirgends" hfcgative* Werthe annehmen, und es ist demnach stets: 

Lüsst man nun den erregenden Punkt <y?i, cu,) ins Unendliche rücken, (d. h. 
#, = 0, (o x = 2n werden), so nähern sich die Coefficienten von v beide un- 
begrenzt der Einheit, und es strebt also r t V für r, = oo einem bestimmten 
Grenzwerlhe zu, der von c nicht verschieden ist. Beachtet man noch, dass 
nach (2.) limr,/; , = aj2, so ergiebt sich mit Rücksicht auf den in (14.) ent- 
haltenen Zusammenhang zwischen V und U ß -\-U Y : 

(21.) « = P {V p +v v \ a ^, m> 

Die Substitution der Werthe 0 und 2jx statt und u>, in den für U ß und 
U y gegebenen Formeln lässt sich ohne Weiteres ausführen, und es ist dabei 
nur zu beachten, dass dadurch rj = 0 wird. Ebenso verhält es sich mit den 
Formeln für die Dichtigkeit, und man erhält z. ß. : 

,nn x i n'sinwy 3 /** damnnai(co$ai — cos 

*ß ~ 2an\ PfJ (cos n ai + cos n r y~~~' 

*) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse des 
Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und AbstosBunga- Kräfte. (Art. 26.) 
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Um die Mengen m fi und m f der auf den Kalollen ß und y vertbeilten 
Elektricilflten zu bestimmen, kann die Bemerkung dienen, dass die zu einer 
Belogung irgend eines endlichen Flächenstücks gehörige Elektricitätsmenge 
gleich ist dem Potentiale der Belegung in Bezug auf einen unendlich entfernten 
Punkt multiplicirt mit der Entfernung (p) des letzteren von einem im Endlichen 
gelegenen festen Punkte. Es ist also: 



wenn man nicht bloss = 0, to, = 2n, sondern auch fh = 0, co = 2n nimmt, 
wodurch Qp — a\2 wird. Unter Anwendung der Gleichungen (18.) und (19.) 
und mit Benutzung der dort resp. über P~ l und den Fall ij = 0 gemachten 
Bemerkungen, erhält man somit : 



i, a /**/ .1 • , . ■ • , nnnnai \ da 
m,~\-m Y = — / f -cot^ai-f «cot±»aH = s— J-^-r— » 



Von diesen Ausdrücken ist der zweite durch seine Einfachheil bemerkenswerth, 
und das Integral in dem ersteVi lljsst silh wenigstens dann auf Elementar- 



ftiß — m y = —anco\ny. 



funetionen zurückführen, wem 
Danzig, im Juli 1867. 
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Ueber die Curven der Haupttangenten bei wind- 
schiefen Flachen. 

(Von llerrn A. Clebsch zu Glessen.) 



Betrachtet man eine windschiefe Fläche, entstanden durch die Bewegung 
einer Geraden über zwei Leilcurven, welche eindeutig auf einander bezogen 
sind, so kann man die Coordinalen eines Punktes der Fläche folgendermassen 
darstellen. Durch f t , &, | 3 , bezeichne ich die Coordinnten eines Punktes 
der einen Leilcurve, durch r lt , »j 3 , r ti , r; 4 die des entsprechenden Punktes der 
anderen. Beide denke ich mir als Functionen eines Parameters A, dessen für 
beide gleich anzunehmender "Werth dus Entsprechen ausdrückt. Die Coor- 
dinalen eines Punktes der Flüche sind dann gegeben durch die Gleichungen: 

= 

= ^+A**74, 

wo p eine willkürliche Grösse bedeutet. Setzt man für u alle verschiedenen 
Werthe, indem man X constant lässt, so erhält man die verschiedenen Punkte 
einer Erzeugenden. 

Sieht man vermittelst der Gleichungen (1.) die Oberfläche als auf der 
Ebene i., /* abgebildet an, so entspricht einem ebenen Schnitt die Curve 

(2.) 0 = (cJ l + c,& + cJ J + cJ A )+ti(c t T il + c 2 i il + c i r li +c<i} t ), 

wo die c willkürliche Constanten bedeuten. Dieselbe wird zur Tangenten- 
ebene, wenn sie einen Doppelpunkt hat. Ist derselbe l, u, so muss für ihn 
nicht nur die Gleichung (2.) bestehen, sondern auch die nach u und /. genom- 
menen Diüerenlialquolienten der rechten Seite müssen verschwinden. Man bat 
also dann die drei Gleichungen: 

\- c '-ör+ fi 2 c >-dr = 0 

Endlich muss für die Tangentenrichtungen dl, du des Doppelpunktes, 
welche den Haupttangenien eines Punktes der Fläche entsprechen, auch noch 
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das zweite Differential von (2.) verschwinden, also die Gleichung bestehen: 

(4.) dX^Zc^+ftZc. ^-)+2dXduZc, |j£. = 0. 

Eliminirl man die c aas den Gleichungen (3.), (4.), so erhält man die Differential- 
gleichungen der ebenen Curven, durch welche die Curven der HaupttangenieH 
sich abbilden. 

Der Factor dl, welcher aus (4.) sich absondert, sagt aus, dass die 
Erzeugenden selbst (X = Const.) ein System von Hauptlangenten bilden. Der 
andere Factor liefert nach Elimination der c die Gleichung: 



0 = 



Vi 

»?4 



ex 



bX 



~bX + ' l ~dX 



cm' 



<9A 



dtj 





cX 




6n, 




ÜX 






dX 


ÖX 


du 


ö>< 


dk 


ÖX 


dadurch 



(5-) 



dass ich eine Reihe, ohne Indices, in Klammer setze; ich bezeichne also für 
den Augenblick diese Gleichung durch 

U - \*> n > ÖX + > U dX ' m r + " dX* ^iX dZV 
Nach fi geordnet, nimmt sie die Gestalt an: 

o = ft*S r .S)+"[(**Ä.fiO+(t*S.»)] 

Diese Gleichung wird integrirbar, sobald einer der Terme 

v^^äX'är^ v** st» 

verschwindet. Da beide durch Vertauschung von § und t} in einander über- 
gehen, so genügt es, einen derselben zu betrachten. Die Gleichung 

(6.) fe*£,f£)-0 

drückt eine Eigenschaft der beiden zu Grunde gelegten Leitcurven aus, welche 
offenbar darin besteht, dass £ in der Schmiegungsebene des entsprechenden 
Punktes der Curve r\ liegt. Und da r\ selbst sich in dieser Ebene befindet, so 
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kann man das Bestehen der Gleichungen (6.) dahin deuten, die Leitcurve rj 
habe die Eigenschaft, dass ihre Schmiegungsebenen immer die zugehörigen Er- 
zeugenden der Fläche ganz enthalten. 

Ich werde zeigen, dass dieses nichts anderes als eine andere Definition 
einer Curve der Hauptlangenten seihst ist. Suchen wir nämlich eine Curve 
£, welche in (6.) an Stelle der Curve i, gesetzt, diese Gleichung befriedigt, 
so muss 

(T.) $ - 

sein, wo a eine zu bestimmende Function von X ist. 
Gleichung für £ an, so hat man: 



Setzt man dann die 



,I( L 

dl ' if CK* 



-dT'äX 



6n , . d'a 



d'o \ 



vk 



BT 



cn 9 da dt) \ 



Dies ist für 0 dieselbe Gleichung, wie (5.) für fi ; die Curve (7.) ist also eine 
Curve der Ilaupitangenten. Lud man hat den Satz: 

Ute Curren der I/aupttangcnten bei windschiefen Flächen sind dadurch 
depnirt, dass ihre Schmiegungsebenen immer durch die entsprechenden Erzeugen- 
den der Fläche gehen. 

Aber aus dem obigen folgt weiter der Satz: 

Hei windschiefen Flachen kann man alle Curven der Haupttangenten 
auf Quadraturen zurückfuhren, sobald irgend eine derselben bekannt ist. 

In der Thal bat man. indem man für die Curve q eine solche Curve, 

also (g, r;, "j; « ) ~ 0 setzt, durch Integration der Gleichung (5.) 



-f- 



\*' v ' vT' ~vTJ) ~ n ' W ' 7ä) 



H = e 



dt. 



Const 



VK • dl 



oft „ C 'S d 'l\ 



dl 



.dl 
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oder 



(8.) 



bei tcindschiefen Flächen. 



-S 



<u*3) 



dl 



x (Const. 



\ S ' 61' ÖAV 



5| 9c 



dl 



. dl) 



Insbesondre kann man hienach die Curven der Hauptlongenten immer 
aufstellen, wenn auf der windschiefen Fläche irgend eine Gerade existirt, 
welche alle Erzeugenden schneidet. Indem man sie zur Curve ij wählt, kann 
man den Parameter l so einführen, dass 

wo die a, b Coordinaten zweier constanten Punkte der Geraden sind. Dann 
ist ^r = 0, und . die Gleichung (8.) geht über in: 

(t «X1A a£ ^ 



(9.) fi = ]/(^«,4r,0 Consl.+ f 



2 f /(|,«,|,6) 



dl 



Wenn auch die Curve £ die Eigenschaft besitzt, durch den Parameter l 
rational dargestellt zu werden, und also auf die Gerade tj projectivisch bezogen 
zu sein, so wird zugleich die Fläche auf der Ebene l, u eindeutig abgebildet. 
Iu diesem Falle sieht man, dass, wenn die £ von der n ' Ordnung in l sind, 
($, a, ~, bj von der 2(« — 1)"" ist, und dass also die Formel (9.) auf ein 
hyperelliptisches Integral führt, sobald « > 3. Die Fälle n 1. « = 2, » = 3 
will ich beispielsweise näher ausführen. Sie entstehen als Ort der Geraden, 
welche eine Gerade mit den projectivisch entsprechenden Punkten einer andern 
Geraden, eines Kegelschnitts oder einer Raumcurve driller Ordnung verbinden. 
Im ersten Falle entsteht also eine Fläche zweiler Ordnung, im zweiten eine 
windschiefe Fläche dritter, im letzten eine solche vierter Ordnung. 
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Ist i» = i, so kann man setzen: 

9*4 

dann wird auch ™ = 0, und man hat aus (9.) 

/< = Const. 

In der Thal liefert in diesem Falle u = Const. die eine Schaar von Erzeugenden 
des Hyperboloids, während A = Const. die andere Schaar liefert, welcher die 
Curve t] entnommen war. 
Ist » = 2, so wird 

daher 

= 2 {«, «, A 6) + 2i («, T, b) + i« (Ä o, 6) 

wenn 

A=2(a, a, /?, 6), B = fa, a, y, 6), C - 2 (/?, a, y, 6) 
gesetzt wird. Ferner ist 

(#, « + A6, § , |£) = 4 (o, « + A6, y) = 4(/>+ A0), 

wo 

Die Gleichung (9.) gieht duher: 

" = ■M + 2B^ft'|C.n 8 L-2/ ^+^, ci ^j, 

oder nach Ausführung der Integralion: 

„ - Con 5 t. Y A + UB+l'C - 2 ££2±iS^0 C»±M) . 

Auch hier also sind diese Curven algebraisch (vgl. Bd. 67 dieses Journals p. 17). 

Für » = 3 will ich für A, u immer — , ^- setzen, um homogene 
Functionen zu erhalten, und sodann, was bei specieller Wahl der Coordinalen- 
ebenen bekanntlich immer erlaubt ist, die Gleichungen der Curve 3'" Ordnung 
in der Form annehmen: 

I, = = & = | 4 = A\ 

Ist dann 

,p(l) = o l l 1 -3a t i. 1 x+3a>Xx 2 -a 4 x 3 , y(A) = M , -3M'* + 36 i Ax , -6«x > , 

20* 



Digitized by Google 



156 Clebsch, über die Curven der Haupttangenten bei trindtchiefen Flachen. 



so gehl (9.) über in die Gleichung 

(wo ,.= y 'Ki 



1 7 vtp Ott> dtp 6 



vX vx dX ox 



%) Const 



[xip ~ hi>yxdk — Xdx) 



, / (x tf ~*ii Q( 

» t> v ti ix 



Vtf} v<( 



6X~ cx) 

Bezeichnen wir zunächst, um das hier auftretende Integral auf seine 
einfachste Form zurückzuführen, durch p und q die beiden linearen Co- 
varianten der cubischen Formen (p, y>, so dass 

a, a t b t X — b 2 x 



b 2 



a< 

b, 
fr, 
b, 



M — b t x 

aj. — a.x 
€hX — a J x 
(tiX — a^x 



(vgl. Bd. 67 dieses Journals, pag. JJ60). Isl wie a. a. 0. 
so hat man 

Kl = qp t -pq, , Kx = — qp t -\ pq, ; 
es wird ferner, wenn man alles durch p, q ausdrückt, 

~9~ ^l>x~ cX clX ~Ux ' ~~ ™* Kö? 0? -\r p ,. Ul ) ) = J > 
wobei F die a. a. 0. angegebene Function vierter Ordnung ist. Iliedurch, und 
mit einer leichten Veränderung in der Bedeutung der Intcgrationsconstanle, 
geht die Gleichung (10.) über in: 



(11.) 



J., £<F vF\ 
- — 5± — ^ 1 » 



wobei der Kürze wegen m und // gesetzt sind für die linearen Ausdrücke: 

»~-qpi+pq„ n^qpi-pqt- 

Ich werde nun das Integral weiter transformiren mit Hülfe einiger Sätze aus 
der Theorie der biuären Formen vierlen Grades. Ist 

ÖF BJ" 



T . (BF dd 

1 ~ ™ VdJ -dj 



-). 



dp öq 

oder, um mich einer oft angewandten Bezeichnung zu bedienen, 
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wo der Variablen q immer der Index 1, der Variablen p der Index 2 ent- 
spricht, so ist 

Daher 

JdF-FdJ 

Ich werde nun zeigen, dass man immer identisch setzen kann 

(130 i(w-?£ + »-*r) = (P,^-P^ t ]+hF, 

wo A eine Conslante ist, P, , P, aber die DifTerenlialquolicnlen einer Function 
zweiler Ordnung von q und p , dividirt durch 2, bedeuten. Indem man dies 
einführt, erhalt man aus (11.) 

^;const. + y^^^-^ + A f, F / dF - Fd * . l 

Führt man nun das erste Integral aus, und setzt in dem letzten 

4 - •> 

so geht das lelzlerc in ein gewöhnliches elliptisches Integral zweiter Gailling 
über, und man erhält: 

Den in der Formel (12.) enthaltenen Satz beweist man folgendermassen. 
Sind n t x zwei beliebige Grössen, und 

und sind F, , F,, ... die DilTerentialquotienten dieser Functionen nach q und 
p, dividirt durch 2, so ist identisch 

(14.) J x d % -AJ x = U X p~nq)(x^+„*£-). 
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Die Determinante 4^ der Function J hat aber nach der Theorie der Formen 
vierten Grades den Worth 

Daher kann man der Gleichung (14.) die Form geben: 

^ (xp~7iq)(xF l + nF } ) =J\J\ + -^n [xp - nq)) -J l (j' 2 -±x (xp — nq))- 

Setzt man hier für x\ x.i, T? die Grössen q t , — q ' ~ p ' , — />,, und addirt auf 
beiden Seiten 

so erhält man nach Division mit j^: 

mF^nF, = - -k±*-F+ J,P X -J X P„ 
wo nun P die Function zweiter Ordnung bedeutet: 

p = iftw q, ~ Ä {qi ~ Pi) -w p ^~ i{q,p 7 + f * ~ p,)pq ~ Piq7) } ' 

Hiermit ist die Formel (12.) hergestellt, wenn man nur noch setzt 



2 

Geht man nun zu den ursprünglichen Variabein zurück, und setzt der 
Kürze wegen 

n tfdv Ö< P dip dv \ 
so wird (vgl. Bd. 67 dieses Journals pag. 368) : 

Daher, wenn C eine Constanle ist, welche von der frühern sich nur durch 
eine Potenz von Ar unterscheidet: 

Ö'Sl d'Si , , 6'Si 



4 1 r ./ V-(4-A'Vs'+A'V) 
Das elliptische Integral bringt man leicht durch die Substitution 

J 
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in eine Form, in welcher nur noch die Conslante , die ahsolule Invariante 
auftritt. 

Das elliptische Integral verwandelt sich in ein circulare*, wenn der 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen zwei gleiche Wurzeln hat. also wenn 

J s = 27K. 

In diesem Falle haben die Gleichungen <f = 0. *p = 0 eine gemeinsame 
Wurzel; es giebt also eine Schmicgungsebene, in welcher sowohl der Punkt 
a, als der Punkt -6 liegt, d. h. die Gerade a, b. Dieser Fall tritt also ein, 
tcenn die Gerade in einer Schmiegnngsebene der Curte liegt. Man kann dann 

J=Zt, KW 

jnd erhält: 



ijKT /' »</» __ rjs f 

» J )'_(4~A"Js'-{-tfV V * ./(* s 3 _2)| -(« 5 5 + l) 

Dagegen wird die Gleichung (15.) sogar algebrauch und ist dadurch 
von vorwiegendem Interesse, wenn 

+ - 0. 

Dieser Fall erfordert eine eingehendere geometrische Betrachtung, um 
die ihm entsprechende Beziehung der Geraden zu der Curve erkennen zu 
lassen. Bemerken wir zu diesem Ende folgendes. 

ledern Punkte Ka, + Ab t der Geraden a, b entsprechen drei Punkte x, l 
der Curve, deren Schmiegungsebencn durch den ersten Punkt gehen. Diese 
Punkte sind durch das Verschwinden der cubischen Function K(/+,/i/> be- 
stimmt. Ihnen entsprechen drei Punkte xa^Äb, der Geraden a, b selbst, deren 
Parameter durch jene Gleichung bestimmt sind, so dass mit Hülfe der Curve 
jedem Punkte der Geraden ein bestimmtes Tripel von Punkten derselben ent- 
spricht. Die Punkte x', X'; x", l", für welche die Hestesche Determinante der 
cubischen Form verschwindet, sind bekanntlich durch die geometrische Eigen- 
schaft charakterisirt, dass sie mit den ersten drei Punkten eine Beihe bilden, 
welche bei cyclischer Verlauschung der letzten drei Punkte immer sich selbst 
projectivisch bleibt. Bezeichnen wir die //e**esche Determinante von Ky +^ltp 
durch 

d = J„i?-\-2J K xl + J»x\ 
wo denn die Coefficienten J n ,J m J 13 von K, A abhangen, so kann man setzet! : 
J„ = x'x", -2J„ = x'l" + l'x", J n = k'i.". 
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Bildet man nun in Bezug- auf ein beliebiges durcb die Gleichung 

gegebenes Tripel von Punkten das System harmonischer Cenlrn erster Ord- 
nung von /\ ).', und für das erhaltene Punktenpaar den zu ihm und x", X" 
harmonischen Punkt - eine Operation, deren Resultat durch Vertuschung von 
x, mit x'\ >." nicht jreändert wird — so ist dieser letztere gegeben durch 
die Gleichung 



oder 



J »- </' * Jn öTöT M » dV = a 



Aus der Theorie der simultanen binaren cubischen Formen folgt aber, dass 
dieser Ausdruck durch A',./- (heilbar ist. und dass nach Absonderung 
des Factors man die Gleichung erhält (vgl. Bd. 07 dieses Journals pag. 360): 

160 hp- frj- h p,i.-rl>:X — si K q { 'k \ q t x) 0. 

Dieser Punkt ist also derselbe, für welches Tripel des Systems 

Kt'f-r-t, V = 0 

er auch construirt wird, und seine Lage hängt nur von dem Tripel 

K<p+siy = 0 

ab, aus welchem die Punkte x , '/.', x", abgeleitet werden. 

Die Gleichung 16. zeigt nun, dass auf der Geraden a, b zwei pro- 
jcclivische Panktreiben liegen, insofern mittelst der Gleichung 22.) jedem 
Punkte K, A ein Punkt x, /., dessen Construction oben augegeben worden, 
eindeutig und linear entspricht. 

Die besondere Gattung ran teindschiefeu Flächen rierler Ordnung, für 
Welche die Curven der Hauptlangenten algebraisch sind, ist mm dadurch cha- 
rahterisirt , dass diese Reihern sich reeiprok entsprechen und also eine Into- 
tution bilden. Denn hiezu ist nur erforderlich« dass die Gleichung J6.) durch 
Vertauschung von A", A mit x, i. ungeänderl bleibt, dass also p t - — Ab- 
schreiben wir der Kürze wegen in [14.) Q für den Ausdruck zweiten 

Grades: 

so ist in diesem Falle: 
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Die Gleichungen der Curven der Haupttangenten sind also: 

tfx t = x 3 +(xa t +lb l )(Q + C) , £2) 
«x, =- fX+ixth+UJiQ+Cjn) 

gx 4 = Ä' + O^ + ^KP + C,'^). 

Verbindet man diese Gleichungen mit der Gleichung einer Ebene 

c I aP, + c I x J +c,x,+ c 4 x 4 m 0, 

so erhfilt man eine Gleichung 6"" Grades für x, L Die Curven sind also 
von der 6"" Ordnung und von dem Geschlecht p=\. Sie schneiden jede 
Erzeugende in zwei Punkten, und berühren insbesondere die vier Erzeugenden, 
welche durch die Gleichung S2 — 0 gegeben sind. 

Es bleibt endlich nur noch der Fall zu behandeln, wo K = 0. In 
diesem Falle ist eine Combination von <p und y ein vollständiger Cubus, d. h. 
die Gerade enthält einen Punkt, für welchen die drei durch ihn gehenden 
Schmiegungsebenen der Raumcurve zusammenfallen, d. h. die Gerade hol mit 
der Ctirve einen Punkt gemeinsam. In diesem Falle muss man auf die Gleichung 
(10.) zurückgehen. Der gemeinsame Punkt sei der Punkt b selbst, und für 
ihn 1 = 0. Man hat also dann für y> einen vollständigen Cubus, und zwar 

UV = Ä J 

zn setzen, und die Gleichung (10.) verwandelt sich in folgende: 



in welcher das Integral durch logarithmische und Kreisfunclionen ausführbar ist. 
Giessen, den 24. Juni 1867. 



u = Äj/-J^(Const.+ 



(xtp f X*)(xdk~ Arfx) 
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Ueber das simultane Formensystem einer quadra- 
tischen und einer cubischen binaren Form. 

(Von Herrn A. Clebtch zu üieasen.) 



I ür eine cubische und eine quadratische binäre Form hat Herr Salmon 
die hauptsächlichen Bildungen in seinen „Introductory Lessons" (2 lr Ausgabe 
p. 162) gegeben. Man kann, mit Vermeidung jeder speciellen Annahme über 
die Coefficienten der Formen, und zugleich im Anschluss an eine typische 
Darstellung, die Theorie dieser Formen folgendermassen ausführen. 

Die gegebenen Formen seien: 

l c - ax t + 2ßxy+yy 1 . 
Die einfachsten linearen Covarianteu sind, wenn 

du , ö'u 



* dx ' 



(2.) 



äy-i M "=*-^r, etc. (vgl. I". c). 

P = «nf - 2«,,/* + »w« = p t x + p,y, 
q = Vipj- t<p t = qix + 

Ist die Determinante von p und q 

(3.) K = ap) - 2ßp,p 2 + y PI = ?i Pi —P\ qi 
nicht gleich Null, so kann man p, q als Variable einführen. Da, wenn 
J = ay — (i 2 gesetzt wird : 



(4.) 



',(tx 1 + 2ßxy-{-yy 7 



(ax+ßy)p } - (ßx +yy)p, 



(ax+ßy)p l -{ßx + yy)p l op\-2ßp { p^-\-yp] 
so hat man für r sofort die typische Darstellung: 

(5.) Kc = q^ + Jp 1 . 
Ferner wird, indem wir aus (2.) die Werthe 

Kx = qp 2 -pq t , 
Ky = -qpi + pq t 
in « substituiren, die typische Form von «: 

(6.) JP« = Mq>-SNpq J + 3Pp 7 q-Qp\ 



= J 


pi y 




Pi -* 
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wo mit Hülfe der symbolischen Substitutionen 

a — as[, b = a]a 1 , c = a,<^, d = a\, 
die Coefficienten M, N, P, Q die Ausdrücke annehmen: 

P = (OiP. — »,/>,) (a.^-ajqr,) 2 , 0 = (a.^-o,?,) 3 . 
Selzt man nun in (5.) a? = o,, y = -o,, so hat man 

(o l q 2 -a i q l )' i + J(a,p,-a ! p,)' ! = K{aa]-2(lo l a : + yo 1 l ). 
Multiplicirl man dies mit a l p,-a t p 1 oder mit a,q 7 — a 2 q t , so erhält man für 
M, N, P, Q die Relationen: 

IP+JM = K(ad--2 i 3a l a i + r ^){a i p ! - th p l ), 

Wendet man überhaupt die Buchstaben a,, 6,, ... symbolisch für die 
Coefficienten von », /5„ . . . für die von © an und setzt (um) für 
m,*! — «]»!* «x für OiXi + ff^a?,, etc. so hat man die symbolischen Ausdrücke: 

p = («O'a,, q = ißp) ß x = (aa) 2 (/Ja) 

Daher ist auch 

(aa 7 -2/?a 1 a I + ya])(a,p,-a l p 1 ) = («a)W)'W, 
was sein Zeichen ändert durch die unwesentliche Vertauschung von a mit b, 
« mit fi, und also identisch verschwindet. Und ebenso 

(«a3-2/j« 1 «,+ y «j)(o lft -o lfl ) = 

was nach (8.) gleich —K ist. Aus (7.) hat man also die Relationen 

P - - JM, 

q = -JN-K*. 

Und mit Zugrundelegung der Invarianten Ä", J, M, N ist also die typische 
Form von *: 

(9.) tf J « = Mq 3 -3Npq 1 -3JMp 1 q^(JN-\-K 2 )p\ 

Die Ordnungen der hier auftretenden Invarianten in Bezug auf die Co- 
efficienten sind folgende: 



(8.) 





für u 


fflr 


J 


0 


2 


K 


2 


3 


M 


4 


3 


N 


4 


4 
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Diese Invarianten sind von einander unabhängig, .stehen aber zu niedern in- 
varianten in Beziehungen. Um dieselben zu finden, bilde ich zunächst aus (9.) 
die typische Form der zu u gehörigen Hesseschi n Determinante: 

// = (»u««— ««). 
Man erhält daraus in Bezug auf die Variabein p, q die Gleichung 

„ Ä" (d*u 6 7 n ( d'u \\ 

oder mit Anwendung von (9.): 

(10.) K'H = -(N' + JM'Xq' + Jp^ + K'iMpq-Np 1 ). 

Diese Gleichung ist nothwendig durch K 7 «heilbar; denn wenn man in H die 
Ausdrücke für x, y durch q, p einsetzt, kann nur die zweite Potenz von K 
im Nenner erscheinen. Der Coefficient von q 1 im Zähler wird dann 

(11.) L = B u p)-2H a p llh + U n ^ 
eine Form, welche von der vierten Ordnung für die CoefGcienten von u, und 
von der zweiten für die von t> ist. Aus Vergleichung mit (10.) folgt also die 
Relation 

(12.) K'L = -(/V+^JT), 

und die Formel (10.) verwandelt sich nach Division mit Ä l in die Gleichung: 

(13.) ICH = Ltf + Jp'HMpq-Np 7 . 

Wir erhallen nun weiter die Discriminante D von «, indem wir die 
Determinante von // in Bezug auf p, q bilden und mit K 1 multipliciren. Es 
ist also 

(14.) hVD = L*J-LN~- 

Bezeichnen wir ferner durch J die aus den quadratischen Formen H und r 
entspringende Invariante 

(15.) J . H uY -W n fi+H n *, 

und bilden wieder dieselbe Form aus den typischen Darstellungen, so finden wir: 

(16.) KJ - 2U-N. 

Diese Formel lehrt, dass A T überhaupt aus dem Kreise der fundamentalen In- 
varianten ausgeschieden werden kann, da es sich durch die niederen Invarianten 
K, J, L, J ausdrückt. Führt man für N den Werth 

(17.) N m 2LJ-KJ 

ein, so verwandelt sich die Gleichung (14.) in die folgende: 



Googl 
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(18.) K 7 D = KJL-UJ-^; 
und die Gleichung (12.) giebt zunächst 

und wird mit Anwendung von (18.) durch Ii theilbar, so dass man die 
niedrigere Gleichung erhält: 

(19.) L = 4DJ-J\ 

Hieraus lässt sich also schliesslich alles durch A. . /, D, J ausdrücken, 
nur M nicht, wohl aber dessen Quadrat, so dass diese Invariante eine ähn- 
liche Stellung einnimmt, wie die Hermitesche Invariante bei den Formen fünf- 
ten Grades. Für N hat man mit Benutzung von (19.) aus (17.) den Ausdruck 

(20.) N cm SDJ'~2JJ , -KJ, 
und M 7 ergiebt sich aus (14.) in der Form: 

(21.) ~ = -JU+JLK-DK'^ -K'D+AKJDJ-Kr-WJ+SDSr-JJ* 
Die Resultante R von « und e: 

36 3c 
a 36 



R = 



a 
0 

a 

0 
0 



o 
0 



d 
3c 
0 

r 

2ß 



0 
d 
0 
0 

r 



muss mit K* multiplicirt werden, damit 
Form einführen kann, und es wird daher: 

M -3JV -3JM JN+K* 
M 
0 
t 



rechts die Coefficienten der typischen 



K 3 R 



0 
1 
0 
0 



0 



-3JV 
J 
0 
1 



-3JM 
0 
J 
0 



0 

JN+K 1 
0 
0 
J 



Zieht man hier die zweite Vertikalreihe mit / multiplicirt von der 
vierten, und die erste mit —J* multiplicirt, so wie die dritte mit ./ multiplicirt 
von der letzten ab, so verwandelt sich die Determinante rechts in eine zwei- 
reihige, und man erhält: 

-UM UN+K 2 



= -(4zflV+/T) 3 -16^W l , 
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und mit Hülfe von (12.), (16.) wird dies 

K 3 R = -K*-8JNK*-i6J l (N*+JX*) 

- -1P[K-SJJ) 

oder es ist endlich 

(22.) fl = 8z//-tf. 



Die Functionaldeterminante 

Q = «,//,-//,«, 

wird aus (9.), (13.): 

K*Q = (^ + LN)q 3 + fßU~lN)Mq 7 p^(^f-SNJL + 2N 7 -LK 7 )p ! q 

oder indem man mit Hülfe der Gleichungen (14.), (16.), (17.) die Division 
durch K ausführt: 

(23.) k*q = /l^+^-^-^J-irla^+^^+fH- 

Ich werde jetzt die oben betrachteten Formen untersuchen, indem ich 
an Stelle von w die zusammengesetzte Function xu+).Q setze. Nach der 
Theorie der binären cubischen Formen ist 

iH„ u+lQ = H.tpix,).), 
(24.) IQ^q = (xQ-Wu).<p(x,l), 
lD, u + lQ = D.<p\x,i), 

wo 

(25.) = 
Ferner wird, indem man q aus (2.), aber mit Zugrundelegung der 
typischen Form, und für xu + kQ statt für « bildet: 



(26.) 



Ä/Wap = {y-K-^p-lLq, 



Kq KU+XQ = iLJp + {xK—£)q. 

Die Determinante K,„ +1 p dieser Formen nach x und y zerfällt in das 
Product der Determinante derselben Formen nach p und q mit der Deter- 
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minante von p und q nach x und y, welche K ist. Daher hat man: 

oder indem man mit Hülfe von (18.) durch K dividirt: 

(27.) K gu+lQ = x*K-Mx). + (JL-KD)l 2 = 

Mit Hälfe der Functionen y und yj drücken sich nun die übrigen für xu + lQ 
gebildeten Invarianten sofort in folgender Weise aus: 

R, ui iQ = 8JJ.<p(x,k)-yj(x,l) 

= Ä.y(*,J0+{Jty(*,*)-*(*,A)}, 

Eine besondere Betrachtung erfordert die Form M MUtlQ . Aus (21.) 
erhält man: 

( 29.) = -{JLY(x, l)-JL<p(z, !)?(*, *)} *)■ 

Bemerken wir nun, dass die Determinante von y + (>y den Ausdruck hat: 

so sieht man, dass die links in (29.) vorkommenden Coefficienten die simul- 
tanen Invarianten von tp und y> sind, und dass also nach bekannten Sätzen 
der negative eingeklammerte Ausdruck das Quadrat der Fundamenlaldeter- 
minante von <y> und y nach x und l ist, dividirt durch 16. Indem man also 
die Quadratwurzel zieht, erhält man 

(3oo iu* 

Das Vorzeichen der rechten Seite bestimmt sich sofort, indem man 1 = 0 setzt 




Die Punkte für welche // verschwindet, haben in der Geometrie der 
Geraden bekanntlich die Eigenschaft, mit den drei Punkten u = 0 ein System 
zu bilden, welches bei cyclischer Vertauschung der letztern sich selbst immer 
projectivisch bleibt. Ich will diese Punkte zu den ersten cyclisch-projectivisch 
nennen. Das Verschwinden der Invariante J sagt aus, dass diese mit den 
Punkten © = 0 harmonisch liegen. 
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Setzt man an Stelle der Gleichungen r--0. « = 0 die Gleichung eines 
Kegelschnitts und einer Curve driller Ordnung, so entspricht der Invariante J 
eine zugehörige Form vierten Grades, welche entsteht, wenn man J als sym- 
bolisches Determinantenproduct darstellt, und jede Determinante durch eine 
Reihe von Liniencoordinaten erweitert. Man hat also den Satz: 

Die Geraden, welche eine Curve dritter Ordnung so schneiden, dass die 
zu den Schnittpunkten cyclisch-projectivischen Punkte der Geraden zu deren 
Schnittpunkten mit einem gegebenen Kegelschnitt harmonisch liegen, umhüllen 
eine Curve vierter Classe / 4 . 

Legt man durch die drei Punkte m = 0 auf der Geraden, welche zur 
Darstellung der Werth© 5 dient, eine Curve dritter Ordnung, und sucht dann 
für einen der Punkte c = 0 die Polare, so erhält man ein Punktenpaar; sucht 
man für dieses und den anderen Punkt c--=0 den vierten harmonischen Punkt, 
so findet man den Punkt p = 0, und wieder zu diesem und den beiden Punkten v = 0 
harmonisch liegt der Punkt q = 0. Die Gleichung K=0 sagt nach (3.) aus, dass p, 
und also auch q mit einem der Punkte v zusammenfällt; und dieses kann nur ge- 
schehen, wenn eine der Polaren der Punkte r <) durch den andern Punkt r = 0 
geht. Da nun wieder der Invariante W=0 für die oben angegebenen Betrachtungen 
in der Ebene eine Curve sechster Classe entspricht, so hat man den Salz: 

Die Geraden, bei welchen die in Bezug auf die Curve dritter Ordnung 
genommene Polare eines Schnittpunktes mit dem Kegelschnitt durch den andern 
geht, umhüllen eine Curve sechster Classe K,,. 

Der Gleichung J = 0 entspricht in gleicher Weise die Gleichung des 
Kegelschnitts in Liniencoordinaten, der Gleichung D = 0 die der Curve driller 
Ordnung in Liniencoordinalen. Die GJeicbung R = 0 aber giebl das Product 
der Gleichungen der Schnittpunkte beider Curven. 

Wegen der Gleichung R = JJ-K sind nun die 12 gemeinsamen 
Tangenten von J = 0 und Ä" = 0 auch Tangenten von R = 0, d.h. sie gehen 
paarweise durch die Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der Curve dritter 
Ordnung. Daher fallen solche zwei immer in die eine Tangente des Kegel- 
schnitts in dem betreffenden Punkle zusammen, und man hal also den Satz: 

Die Curve K ti berührt den Kegelschnitt in seinen Schnittpunkten mit der 
Curve dritter Ordnung. Die noch übrigen 6 . 4 = 24 Tangenten, welche von 
den Schnittpunkten an K ( , gelegt werden können, sind zugleich die Tangenten, 
welche von jenen Punkten an die Curve J 4 gesogen werden, und die 24 gc- 
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meinschaflKchen Tangenten von J 4 und K b schneiden sich also zu 4 in jenen 
Schnittpunkten. 

Aus der Definition (11.) von L folgt ferner: 

Jede Gerade, welche die in Bezug auf die Curve dritter Ordnung ge- 
nommene zweite Polare der Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegelschnitt, 
in einem der zu ihren Schnittpunkten mit der Curve dritter Ordnung cyclisch- 
projectivischen Pttnkte trifft, berührt eine Curve achter Classe L*. 

Und aus (19.) folgt für diese Curve: 

Die Curve L» berührt den Kegelschnitt in 8, und die Curve dritter 
Ordnung in 24 Punkten, deren Tangenten zugleich die Curve J« berühren. 

Ferner, weil M der Coefficient von q 3 in u ist: 

Jede Gerade, für welche die zweite Polar eihrer Schnittpunkte mit dem 
Kegelschnitt, in Bezug auf die Curve dritter Ordnung genommen, durch einen 
Schnittpunkt der Geraden mit letzterer hindurch gehl, umhüllt eine Curve 
neunter Classe M 9 . 

Endlich aus (21.): 

Die 48 gemeinschaftlichen Tangenten von K 6 und A« berühren auch 
die Curve M». Ebenso wird M n von den Tangenten der 24 Punkte berührt, 
in denen U «nd die Curve dritter Ordnung sich berühren, und von den Tan- 
genten, welche in den Schnittpunkten an den Kegelschnitt gezogen werden, und 
welche zugleich K berühren. 

Glessen, den 28. Juli 1867. 
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Ueber Abehche Integrale dritter Gattung. 

(Von Herrn G. Roch*).) 



In einem früheren Aursatze Bd. 65 dieses Journals habe ich die Aus- 
drücke der Integrale dritter Gattung für p = 2 entwickelt. Ich will jetzt die 
entsprechenden Kniwicklungen für ganz allgemeine algebraische Integrale dritter 
Gattung geben. Hierbei setze ich, wie a. a. 0., die Riemannschen Bezeich- 
nungen als bekannt voraus und zugleich wende ich eine der dort gebrauch- 
ten Abkürzung ganz analoge abgekürzte Schreibweise an, indem 

... C,,) 

durch #(t>) bezeichnet werden soll. Dem entsprechend sei ein Punkt der 
Fläche T, in welchem die p endlich bleibenden Integrale «,,... « p die Werlhe 
... ct p haben, kurz als Punkt a bezeichnet. 
Der Ausdruck 

\„n - \a + + f-- + «i( »>-'>- q) 

ist, wie Betrachtungen zeigen, dio denen des angeführten Aufsatzes ganz analog 
sind, eine Summe von p glcichgebautcn Integralen dritter Gattung. Die oberen 
Grenzen dieser Integrale sind die Werthe *, a 2 , ... welche den 

Punkten u, u, ti", ... zukommen. Jedes dieser Integrale wird lo- 

garithmisch unendlich, wenn die obere Grenze nach a oder ß kommt. Wir 
schreiben 

do w-r-fl#a-*+ r^B-*+~+ rw^u+c. 

Y ar •/ si H fi si 

Durch Differentiation nach s findet man: 

folgt? - &(2uZ-a)&<i2u-ß) ' 

und dies muss unabhängig von a, , ... a p _, sein. Legen wir die p— 1 Punkte 
«', ... u (p_,) so, dass sie mit dem Punkte ti die Nullpunkte einer Function tp 



*) Der talentvolle Verfasser ist leider durch einen frühzeitigen Tod fortgerafil wor- 
den, or starb zu Venedig am 21. Novbr. 1866 im noch nicht vollendeten 27 Lebens- 
jahre. 
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sind, bezeichnen wir mil y', ... yf--) die p -2 übrigen Nullpunkte von </>. 
so ist 

oder -2"« = — Sy. 

Daraus erkennt man. dnss für diese WabI der Lage der Punkte u, . . . u tp ~ li 
Zähler und Nenner von Iu r (> Null sind. Ganz wie a. a. 0. muss man. um den 

HS 

Werth zu erhalten, Zähler und Nenner zweimal diffcrenliiren und erhalt dadurch 
^IgC = i-j i rf— 

i 

Da f/ . IgC eine algebraische Function von s ist, so kaun ihr Werth auch 
nicht geändert werden, wenn man nach Ausführung der Differentiationen auf 
der linken Seile für Su die congruenten — 2y setzt. Durch Ausrechnung 
findet sich 

l cF ' 1 £f I Vl W>,U> + «) + - ^^w^.c^v + /?) + ...! 

O* ÖS 

+ 1 ± . 1 



(2.) 



Bezeichnen wir mit y 0 (a) die Function y, welche in den p—2 Funkten y und 
in « verschwindet, so ist 

Const.y 0 (a) = V t {2y «)?„(»), 
denn wegen #(\2y-|-a) = 0 ist der DilTerentialquotienl dieses '> nach jedem 
der und nach « auch Null. Dies zeigt, dass der gegebene Ausdruck für 
tp„(z) in der Thal in den y und in « verschwindet. Ebenso sei p*(s) Null 
in den y und in ß, so ist 

Daraus ergeben sich die beiden letzen Glieder in -J^- auf der rechten Seite 

von (2.): ~öT 

(3.) ^ <*lg7*0) ^ <*lgj/.Q) 

Bis jetzt haben wir die p-2 Punkte y ganz willkürlich angenommen. Wählen 

22* 
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wir sie jetzt so, dass sie mit a und ß die p Nullpunkte einer Function <f 
sind, so können wir <p a (») = <f b (i) annehmen, und es entsteht: 

(4.j Av*,«,oj - M * (•)*(*> + •) + ■•■ » 1 (»)* I (l> + /») + -> 
Die Zähler sind die homogenen quadratischen Formen von flPi(»), ... 9>*(*)i 
so dass den Factor ÖJ,(Xy+a) oder hat. 2^(*)y r (») 

fr*^ k) hat den Factor 

oder ÖJ r (X y +/J). 

Die additive Constanle in (1.) kann leicht bestimmt werden. Legen wir die 
S, ti, ••• Kp-i so. dass sie mit den p-2 Punkten x die 2p -2 Nullpunkte 
einer Function r/> ausmachen, so kann man schreiben: 

oder genauer 

(5.) : 

«p+«, + -- + «, ü, - ,) + ^+-+^- I) = ii>w+^i+-»+ifc«W 
Dann giebt a = £, *! — Cm 

Der Quotient wird wieder Null durch Null. Nimmt man die -2»,, . . . -SW, 
um J|, ... il, von den durch (5.) gegebnen Ausdrücken verschieden an, so 
ergiebl sich 

d,&X2k + «) + ••• + dy&'pd^l + a) , Q/ , . . ... 

c " * j>;(«+fl+~+# (ä+tf +2( '" (%-«+"+%<*-«■ 

Dies wird wieder einfach, wenn die i mit a und /? Nullpunkte einer Function 
ip sind. Für/» = 3 ist <p durch die p-i = 2 Punkte « und /9 bestimmt; in 
diesem Falle muss also dann auf y fallen. Es ist nfimlich jetzt, analog 
wie vorhin <p a (*) = <p b (») wurde: 

fl(Ä+«)^f>)+... = CouLW&l + ß)* (») + •••), 
wenn in den i und « sowohl als auch in den k und /? nur je eine Function 
(p verschwinden kann; diese müssen dann bis auf einen constanlen Factor 
identisch sein. Aus dieser Eigenschaft, welche die letzte Gleichung aus- 
drückt, folgt: 
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so dass 



(7.) 



c = ^ ^*^ ) + 2 faC»»-A)+---+»? > (s-^) 

/ = 1, 2 ... p. 



Es ist also nötbig, die Suromen der p Integrale «*,, ... jede derselben 
über die p Punkte £ £*, . . . Q p ~ l) und über die p—2 Punkte A ausgedehnt, zu 
kennen. Die Art der Bestimmung der Anfangspunkte wird vielleicht deutlicher, 
wenn wir sie geometrisch fassen. 

F(«, a) = 0 sei die Gleichung einer Curve. Dann sind <p — 0 die 
Gleichungen von Curven, welche durch alle Doppclpunkte der ersteren hin- 
durchgehen und ausser in diesen Punkten noch in 2p — 2 Punkten, von denen 
p — 1 beliebig sind, schneiden. Wir legen eine solche Curve tp = 0 durch 
et und ß; p — 2 beliebige der noch übrigen p Schnittpunkte nehmen wir als 
Punkte k und legen durch diese eine neue Curve (p = 0; die p Schnittpunkte, 
die diese ausser 1 noch besitzt, sind die £, ?, . . . 

Z. B. für p = 3 ist (p durch « und 
ß bestimmt. F = 0 ist die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung, <p = 0 die Gleichung 
einer Geraden. In der Figur kann man y 
oder o* als l nehmen; dann erhält man, 
indem man durch y oder d eine neue 
Gerade legt, zweierlei Bestimmung der 
Anfangswerthe. 

Die p—2 Punkte, die ausser aund 
ft (in der Figur entweder y oder J) nicht 
als l genommen sind, sollen mit*', ...x lp - 7) 
bezeichnet sein. Entweder ist also für p=3: 

y der Punkt l', d der Punkt 
oder J - - y - x 

Dann habe man 

und dies giebt: 




(8.) 
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Setzen wir dies in den Ausdruck für C=lg ^"~°^ ein, so ergiebt sich, dass 
bei derselben Wahl der Anfangswerthe wie früher, auch 

(9.) c = 2((«? 1 -tO(« l -/90+-»+(^-^)K-^)+lg^^ 

ist. Der Vergleich mit (7.) liefert: 

Die Form der ^-Ausdrücke, welche zu Integralen dritter Galtung führen für 
p = 2, kann man in noch etwas anderer Weise, als bis jetzt geschehen ist, ver- 
allgemeinern. 

Man kann nämlich von 

ausgehen. 

Es ist dies eine Summe zweier Integrale dritter Galtung; das erste, mit 
der oberen Grenze a, zu u gehörig, wird in den p — 1 Punkten « und den 
p-1 Punkten ß unendlich. Das zweite, mit der oberen Grenze zu u 
gehörig, wird in den Punkten unendlich, welche den a und ß respective durch 
eine Gleichung </> = 0 verknüpft sind. Wir schreiben 

(«0 w - rw-*+ r*-* 

^ "ST "oT 
Der Ausdruck ***f - wird gefunden, indem man u — n setzt. Dann ist in 
diesem Ausdruck Zähler und Nenner Null, und eine ganz ähnliche Rechnung 
wie früher ergiebt: 



(12.;; 



6* 5S 



+2 rfs rfs 



Hier ist y„(s) = 0 in den p— 1 Punkten a, y 4 (s} = 0 in den /f. 

Will man f{») haben, so braucht in (12.) nur -f-Ta für --2"«, -} 
für - X/? gesetzt zu werden. Bemerkenswert!! ist der Fall, wenn die « und 
ß selbst durch eine Gleichung <f = 0 verknüpft sind. Dann ist 

= ?>*(»)» 
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und es ist einfacher: 



(13.) 




(14.) Ig 




Die Constante C ist offenbar n», wenn man lg(— \) = ni annimmt. Denn für 
u nahe gleich u wird die linke Seite 



Im früheren Aufsatze habe ich für p = 2 die Formel für die Vertauschung 
von Parameter und Argument angegeben. Man kann durch ein sehr einfaches 
Verfahren die allgemeinste Formel dieser Art erhalten. Nimmt man auf (1.) 
Rücksicht, so ist offenbar, wenn wir jetzt mit x und y die oberen Grenzen 
der Integrale für die Punkte w und t> bezeichnen: 

»(u + u'-r- .. + U ip-»- a) 3( P -f „' + .- + «(!-»>-«) p* K*,o,b) . 
g #0 + «' + ••• 4- « ( *-" — /») g ^(c-f-M'+ ..-|- u^-'J-zf) I dF 



Sind nun die Punkte t«', . . . »<*- ,) so bestimmt, dass 

tt ' + ... + tt (».-u + e ' + ... +e (i>->) = o, 

so ist die linke Seite bei etwas anderer Anordnung identisch mit: 




y 




Man hat daber ganz allgemein: 




Halle, im Juni 1866. 
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Note sur l'algorithiue des tangentes doubles d'une 
courbe du quatrieine ordre. 

(Par M. A. Catjley ä Cambridge.) 



On n'a pas, je crois , assez fait attention ä 1'algorithme (tire de la 
consideration d'une figure dans 1'espace) qu'a Irouve M. Hesse (dans le memoire 
„Ueber die Doppeltnngenten der Curven vierler Ordnung" t. XLIX de ce 
Journal, 1855) pour denoter les langentes doubles (ou bitangenles) dune 
courbe du quatrieme ordre. Voici en quoi cet algorilhme consisle. En em- 
ployant les huit symboles 1, 2, 3, ... 8, les 28 bitangenles sont representees 
par les combinaisons binaires 12, 13, 14, . . . 78. Cela pose, considerons 
une expression quelcouque 12, 13, 14, on 12, 34, . . . ou disons un „terme' 4 
qui represcnte un Systeme d'une scule ou de plusieurs des bitangenles. On 
peut operer sur ce terme avec deux especes de subslitutions; la Substitution 
ordinaire qui consiste ä changer l'arrangement 12345678 des huit symboles 
en un autre arrangement quelconque; et la Substitution „bifide" representee 
par un Symbole tel que 1234.5678, lequel denote qu'il faut entrechanger les 
combinaisons 12 et 34, 13 et 24, 14 et 23, 56 et 78, 57 et 68, 58 et 67, 
en ne changeant pas les autres combinaisons. Par exemple en operant avec 
1234.5678 sur 34, 45, 56, 17 on obtient 12, 45, 78, 17. Le nombre de 
ces substitulions bifides est 35, ou en comptunl la Substitution, unite, qui ne 
change aucune des combinaisons, ce nombre est 36. 

Appelons „homotypiques" deux termes qui se derivent Tun de l'autre 
par une Substitution ordinaire; „syntypiques" qui se derivent Tun de Tautre 
par une Substitution ordinaire ou bifide; „sous-groupe" le Systeme enlier des 
termes homotypiques ä un terme donne: ,.groupe u le Systeme entier des termes 
syntypiques ä un terme donne. Un groupe peut contenir un seul sous-groupe, 
ou plusieurs sous-groupes ; mais il imporle de remarquer que la notion du 
sous-groupe n'a pas de signification geomelrique, et ne sert que comme moyen 
de former les termes du groupe. Cela etant, le theoreme geometrique est 
celui-ci; „les systemes de bitangenles representees par des termes syntypiques 
(ou autrement dit, par des lermes qui appartiennent au meme groupe) ont les 
meines proprieles geometriques." 
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Par exemple. en consideranl les bilangentes deux ä deux, on a deux 
sous -groupes, Tun compose de lermes honiotypiques ä 12, 13; Paulrc, de 
lermes homoh piques ä 12, 34 — ou disons, le sous-groupe 12, 13 de 168 
termes et le sous-groupe 12, 34 de 210 lermes; mais ces deux sous-groupes 
ne forment qu'un seul groupe: pour montrer cela i) suffil d operer sur 12, 13, 
par exemple avec la subslitulion 1245.3678, co qui donne 45, 13 lerme 
homotypiquc ü 12, 34. Cela veul dire qu'il n*y a pas de combinaison de 
deux-bitangenles qui se dislingue d'une maniere quelconque de loule aulre 
combinaison de deux bilangentes. 

Mais en combinanl les bilangentes Irois n Irois, on a les deux sous- 
groupes 12, 34, 56 (420 termes) et 12, 23. 34 (840 lermes) qui forment un 
groupe de 1260 termes; les trois bilangentes representees par un quelconque 
des 1260 lermes onl leurs six points de conlacl sur une meme conique. Les 
trois autres sous-groupes 12, 23, 31 (56 lermes), 12, 23, 45 (1680 termes) 
et 12, 13, 14 (280 termes) forment un groupe de 2016 termes — et pour 
trois bilangentes representees par un terme quelconque de ce groupe, les six 
points de contact ne sont pas situes sur une meme conique. 

Comme un autre exemple j explique la Constitution des 63 „groupes" 
de Steiner (voir le memoire de Steiner, „Eigenschaften der Curven vierten 
Grades rücksichtlich ihrer Doppeltangenten" t. XLIX de ce Journal, 1855) ou 
(pour eviter femploi de ce mot groupe dans une nouvelle signification) disons 
les 63 termes G de Steiner, chaque terme compose de 6 paires de bilan- 
gentes. On a ici un sous-groupe de 35 termes. G, de la forme 

12, 34; 13, 42; 14, 23; 56, 78; 57, 86; 58, 67 

(pour abreger on peut denoter ce terme par 1234.5678), et un sous-groupe 
de 28 termes G, de la forme 

13, 32; 14, 42; 15, 52; 16, 62; 17, 72; 18, 82 

(pour abreger on peut de meme denoter ce terme par 12.345678), les deux 
sous-groupes forment le groupe des 63 termes G. 

Steiner a de plus considere les „syslemes" ou disons les lermes S,, 
S 2 , composes chacun de trois termes G; savoir 315 lermes S t et 336 termes S,. 
Les 315 termes S, sont ici un groupe compose d'un sous-groupe de 105 
termes 3G, de la forme 

1234.5678; 1256.3478; 1278.3456 
et un sous-groupe de 210 termes 2G, + G, de la forme 

12.345678; 34.125678 et 1234.5678. 

Journal für Mathematik Bd. LXVIII. Heft ?. 23 
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Et de möme les 336 termes S 2 sont un groupe compose d'un sous- 
groupe de 280 termes 2G, + 6'. de la forme 

1234.5678; 5234.1678 et 15.234678 
et uo sous- groupe de 56 termes 'SO-, de la forme 

12.345678; 13.245678; 31.245678. 

11 va sans dire que je tue suis servi de l'abreviation 1234 . 5678 pour denoter 
le terme 12, 34; 13, 42; 14, 23; 56, 78; 57, 86; 58, 67; et de meine 
pour les autres termes 6", ou G, . 

M. Aronhold (dans le memoire „Leber den gegenseitigen Zusammen- 
hang der 28 Doppeltangenlen einer allgemeinen Curve vierten Grades' 4 Berl. 
Monatsbor. Juli 1864), parlant de 7 bitangentes donnees, a trouve une con- 
struction pour les autres 21 bitangentes. Les bilangenles donnees doivent etre 
independantes; savoir pour trois quelconques de ces 7 bitangentes, les six 
poinls de conlact ne sont pas silues sur une meine conique. Les bitangentes 
represenlces par les termes 12, 13, 14, 15, 16. 17, 18 sont un lel Systeme 
de bitangentes independantes; et en denotant de cetle maniere les 7 bitan- 
gentes donnees, la bilangenle construite par le moyen de la conique qui touche 
cinq de ces droiles, par exemple les droiles 38, 48, 58, 68, 78, (ou conique 
34567) peut etre denolee par 12, et de meine pour les autres bitangentes 
cherchees; on a ainsi le Systeme entier des bilangeutes denolees comme au- 
paravunt par 12, 13, 14, ... 78. 

J ajoule que le groupe qui conlient 18, 28, 38, 48, 58. 68, 78 est 
compose d'un sous-groupe 18, 28, 38, 48, 58, 68, 78 de 8 termes, et d'un 
sous- groupe 12, 23, 31, 48, 58, 68, 78 de 280 termes; le groupe conlient 
donc 288 termes; savoir il y a ce nombre 288 de systemes de sept bitan- 
ycnles independantes qui pcuvenl ebaeun servir ä trouver pur la construclion 
A' Aronhold les aulres 21 bilangenles. 

I\ S. J ai trouvö ä propos de la melhode de JI. Aronhold une forme 
commode pour lequalion de In conique qui touche cinq droiles donnees: 
en supposanl que Ton ait idenliquement x-\ y +& + w — 0, el que les droiles 
donnees soienl x = 0, y = 0, a = 0, w = 0, et «x-f %+c»+f/«0 =» 0, lequalion 
de la conique est 

[a-iiy (b-cf (*»+y»)-f-(6-d) J (o-a? (ytr+sx) + [c-df [a-bf = 0. 

J ajoule qu'cn ecrivant pour abreger, 

«:,1:y= a ~d) { b- c) : (b - d) (c- o) : (c-d) (a - b) 
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(d'oü a + (1 + y = 0) les coordonnees (x, y, s, w) dos poinls de conlact avec les 
droites 

y=0, 3 = 0, w = 0 sont (0,y,Aa), (y,0,o,/J), (/?,«, 0,y), («,fty,0) 
respeclivement ; et que les coordonnees du point de contact avec la droile 
aar + by 4 cz + rfir = 0 sont 

x : y : s : u> = (bcd) : ~(cda) : (dab) : —(abc) 

oü, pour abreger, (bcd) denote (b-c)(c-d)(d - b), et de meme pour (cda), 
(dab). (abc). 

Cambridge. 23. seplembre 1867. 
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Notiz über zwei Systeme von partiellen 
Differentialgleichungen. 

(Von Herrn Paul du Bois - Heymond in Heidelberg.) 



Ii i Untersuchungen im Gebiete der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen begegnet man nicht seilen folgenden zwei Systemen linearer partieller 
Differentialgleichungen: 

('■> ••§£+«• J£+-+«--fe- = l 'M r-U*,. -», 

Im zweiten System muss also die Anzahl der gesuchten Functionen a gleich 
der Anzahl der Argumente x sein. 

Die Auflösung beider Systeme lasst sich mit der Integralion gewöhn- 
licher Differentialgleichungen in Zusammenhang bringen, wovon in dieser Sotiz 
die Rede sein soll. 

Was das System (I.) betrifft, so hat Jacobi durch einen Verifications- 
calcul nachgewiesen*), dass seine Integrale willkürliche Functionen der In- 
tegrale folgendes Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen sind: 

dx^ dx^ _ d *- 

1 '' «, _ w, «. ü, V, V m ' 

Für Lehrzwecke ist es vielleicht nicht ganz überflüssig zu zeigen, wie der 
Jaco6tsche Salz sehr einfach und ohne Rechnung aus den bekannten Eigen- 
schaften der Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen folgt. 

Greifen wir irgend eine Gleichung des Systems (1.) heraus, z. B. die 

erste : 

(, 0 „,|. + . ; |j, + ... + „.|i =t ,, 

und betrachten die Uehrigen als nicht vorhanden, so kann man diese Gleichung 
auffassen als eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung für s,, 
in deren Coefficienten vollkommen willkürliche Functionen * 3 , ... vor- 

*) Hd. II,, jiag. 321 dieses Journals. 
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kommen. Sobald man über diese verfügt hat, ist bekanntlich das gesachte 
Integral der vorstehenden Gleichung eine willkürliche Function der Integrale 
des Systems: 

,„ v dx t dx t dx m ds, 

Statt jedoch von vorn herein die beliebigen Functionen «a, * 3 , . . . s. der x als 
gegeben anzunehmen, kann man zum vorstehenden System (2.) m — 1 beliebige 
Differentialgleichungen hinzufügen, z. B. von dieser Form: 
q . c/s, d* t .</*,_ _ di m 

wo die V beliebige Functionen der x und * sind. Dies läuft in der Thal 
auf dasselbe hinaus, wie wenn man die s } , s 3 , ... «„ als von vorn herein 
gegeben annimmt. Denn denkt man sich die zur Bestimmung der ... s m 
gegebenen Gleichungen differenliirt, und sowohl aus ihnen, als auch aus den 
Gleichungen (2.) die Differentialo dar,, dx 2 , ... dx m eliminirt, so kann man 
die sich ergebenden m-1 Gleichungen zwischen den Differentialen dt auf 
die Form (3.) bringen, und da die V in derselben Zahl vorhanden sind, wie 
die für die »„ *„ ... *. willkürlich gegebenen Gleichungen, so sind die V 
vollständig willkürlich. • 
Denkt man sich jetzt die Integrale des Systems: 

W «,"«," ~ u. - U t ~ V t ~ V % ~ ~ V m 

vorgelegt, so sind m willkürliche Functionen dieser Integrale gleich Null ge- 
setzt, die Integrale von (1.), wenn (1.) als eine Differentialgleichung für s n 
2 } , ... z„ angesehen wird, in der die Differentialquolienlen von s 2 , a 3 , ... s m 
fehlen. Auch dies liegt auf der Hand, sobald man folgendes beachtet: 
Hat man nämlich ein System von f»-fi* Differentialgleichungen: 

dx p = X l) ds, p = 1, 2, ... m, m + 1, ••• ■»+ » 

nebst ihren Integralen: 

•V = V*(*n*i» ••■*■+•**)» P = 1, 2, ...#»,i»+l, .... m + » 
und benutzt die Integrale a m+l = ip„ +t i ... a m + x = (p m+m dazu, um aus den übrigen 
Integralen einerseits und den Differentialgleichungen dx, = X,d&, . .. dx m — X m dz 
andererseits die Variabein x m+ti ... x m+m zu eliminiren, so sind die so ver- 
änderten Integrale = ... ß„ = y>„ die Integrale der veränderten Dif- 
ferentialgleichungen dx l = X l di, . . . dx m — X m di. Denn differenliiren wir z. B. 
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dns erste Integral «i = <p,, in welchem nun ... x m+m nicht mehr ent- 

halten sind, so folgt: 

^.v 1+ |^ + ... + |^. + 4*. = o. 

Wäre ({, kein Integral, mithin diese Gleichung keine Identität, so mOsste sie 
eine Relation zwischen den Grössen: 

x,, ar 2 , ... x m ; Cf»+ii . . . « MT . 
sein. Eine solche Relation kann es oher nicht geben, da man aus den n In- 
tegralen «,„,, = f/- Mfl , ... a m+9 = tf. m + m nicht die « Grössen x.. (l , ... a% eli- 
rniniren kann. 

Dies berücksichtigt, denke man sich die Grössen a,, ... s m aus wi— 1 
der Integrale des Systems (4.) oder, was dasselbe ist, aus w»— 1 Combinationen 
dieser Integrale bestimmt. Diese Grössen s 3 , ... i m setzen wir ein in 
die übrigen Integrale des Systems (4.), in die Differentialgleichungen (2.) und in 
die Differentialgleichung (1.). Bestimmt man darauf *, aus einem der übrigen 
Integrale des Systems (4.) oder aus einer Combination dieser Integrale und setzt 
es in (1. : ein, so muss es nach der Theorie der linearen partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung die Gleichung (1.) identisch erfüllen. Wir brauchen 
abet nicht, wie eben geschehen, die einzelnen Operationen algebraisch zu trennen, 
sondern es werden a„, aus beliebigen m Integralen des Systems (4. 

bestimmt, die partielle Differentialgleichung (1.) erfüllen. 

Damit ist aber auch der Jakobische Salz bewiesen, denn wenn man 
z. B. V, statt V 2 schreibt, so werden die », aus m Integralen des Systems: 

dx^_ dx^_ dx^_ d^_ d^_ d*^ 

bestimmt, jede einzelne der beiden Gleichungen: 

befriedigen, da nach dem Vorigen die erste erfüllt wird, und für die zweite 
genau dieselbe Betrachtung, wie für die erste, gilt, indem das System (5.) 
für beide symmetrisch ist. Ersetzt man nunmehr successive die V durch die U, 
so findet man schliesslich, dass die a aus m beliebigen Combinationen der In- 
tegrale des Systems (I".) bestimmt, das System (I.) befriedigen, w. z. b. w. 
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Was ferner das System (II.) anbelangt, so lässt sich leicht zeigen, dass 
es nur eine Transformation der Pfa/fsdum Differentialgleichung ist. Multipliciren 
wir nämlich jede der Gleichungen: 

mit dx p und addiren sie, so finden wir, wegen 

d *< = lär dx + 1& + -+ ä~ ,Ar - : 

(6.) m,//3,+ M.rfs.-i (- «,</j, = l\dx i r tArfxjH \-L\dx„, 

eine Pfa ffscho Gleichung zwischen den 2« Variabein x,, x.., ... x,,, a,, a*, . . . s„, 
dereu m Integrale , die auf bekannte Weise mit den Integralen gewisser ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen in Zusammenhang stehen, auch die Integrale 
des Systems (II.) sind. Die Pfa ffsche Gleichung (6.) und das System (II.) sind 
vollständig äquivalent *). 

Ist umgekehrt eine Pfa/fscUe Gleichung: 

A', rfx, -f- A'j rfxH \-X u dx 2m ~ 0 

mit ihren » Integralen gegeben, so können diese « Integrale dienen, um n von 
den Variabein x,, x ; , . . . x Sm durch die « übrigen auszudrücken. Die letzteren 
spielen dann die Rolle von Argumenten, deren Incremente willkürlich sind. 

Es seien x,, x., , ... x, die als abhängig, und x.^,, x. h2 , ... x%, die 
als unabhängig gedachten Variabein, so dass 

dx„ = dx n V , + dx. , ,+•••+ dx !m> p = 1 , 2, . . . «. 

* OX m+ t OX m+ 7 OX7» 

Diese Ausdrücke in die Pfa/fscho Gleichung eingeführt und die Coefficienten 
der willkürlichen Differentiale dx K , , , dx t+!s . . . dx lm gleich Null gesetzt, er- 
hält man folgendes System von partiellen Differentialgleichungen: 

also ein System [II.). Solcher Systeme (II.) erhält man durch verschiedene Wahl 



*) Ucbcr dieses System (II.) »ludet sich folgende Acusserunn l>ci Jarobi in seiner 
Abhandlung „Dilucidatione* etc." (Bd.XXIIIj pag. 86 dieses Journals): Quod et ipftum 
(systcina) ad acquationt-s diffcrentialcs vulgares reduci potest, sed ea niulto diffieilior 
est reduetio, et ad Calculi Intogralis probleinata maxime sublimia pertinet. Und in 
einer späteren Abhandlung (Theor. nov. Mult. etc., Bd. XXIX, pag. 248 dieses Journale) 
bewirkt er diese ZurUckführung in einem sehr speciellen Fall. 
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der abhängigen Variabein ("+*)— 2 " % dj e a || e unter s j c h un d mit der Pfaff- 

sehen Gleichung, aas der sie entstanden, völlig äquivalent sind, und die alle 
auf dieselbe Pfaffsche Gleichung zurückgeführt werden können. 

Diese Ueberführung der P/a/fschen Gleichung in die Lagrangesche Fora 
bietet öfters Vortheil, z. B. um die Bedingungen dafür zu erhalten, dass sie 
durch weniger als n Integrale befriedigt werden könne, besonders aber bei 
Behandlung eines Systems von zwei F/ayfschen Gleichungen, von welchem 
die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung abhängen, auf welche 
Punkte ich gelegentlich zurückkommen werde. 

Heidelberg, im August 1867. 
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lieber die Anzahl der Kegelschnitte, welche acht 
Gerade im Räume schneiden. 

(Von Herrn /. Liiroik in Heidelberg.) 



Ei n Complex »' " Ordnung von geraden Linien (im / J /«eÄ«rschen Sinne) 
kann in speciellen Fällen degeneriren in eine Ratimcurve »'" Ordnung. Man 
kann die Bedingung, dass eine Gerade eine Curve schneidet, also die Glei- 
chung der Curve in Plückerschen Coordinalen, wenn sie der vollständige 
Durchschnitt zweier Flächeu von den Ordnungen m und n ist, leicht erhalten 
mit Hfllfe eines Satzes, den Herr Clebsch (Bd. 59, pag. l,iT. dieses Journals) 
gegeben hat. Man hat, nach der dort gegebenen Vorschrift, die Resultante 
zweier Gleichungen vom m" n und «"" Grade symbolisch aufzustellen und die 
vorkommenden Determinanten durch andere zu ersetzen, die in jeder Reihe 
zwei Buchstaben mehr und die Coordinaten zweier Ebenen 

«I *» «3 «4 

©i tj Cj r 4 

als neue Reihen enthalten. 

So wird z. B. aus der Resultante 

h * =o 

von zwei linearen Gleichungen, die Gleichung 

a, (h «, o 4 
6, 6, 6, 6« _ 

«, «, «, « 4 

t>\ ©i Cj t> 4 

einer Geraden erhalten. Aus der Resultante einer quadratischen und linearen 
Form, die symbolisch ist 




entsteht die Gleichung des Kegelschnitts 
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- 0. 



wo jetzt die b t die Coordinnlen einer Ebene sind und für die symbolischen 
Producta a,a k die Coefficienlen einer Fläche zweiler Ordnung gesetzt werden 
müssen. 

Die Krage, wie viele Gerade nun nothwendig sind, um einen Kegel- 
schnitt zu bestimmen, und wie viele Curven so bestimmt werden, dürfte sich 
aus der obigen Gleichung, wegen der complicirten Beziehung zwischen den 
Coefficienlen, nicht leicht beantworten lassen. Ich habe es daher vorgezogen, 
auf geometrischem Wege eine Lösung zu versuchen, die ich mir hier vorzu- 
legen erlaube. 

1) Da ein Kegelschnitt durch fünf Punkte bestimmt ist, so kann, wenn 
nur fünf Linien gegeben sind, jede beliebige Ebene einen Kegelschnitt enthalten, 
der die fünf Linien schneidet. 

Sind sechs Linien gegeben, so giebl es folglich eine zweifach unend- 
liche Schaar von Ebenen, welche diese Linien in Punkten schneiden, die auf 
einem Kegelschnitte liegen. Diese Ebenen werden eine Fläche umhüllen, deren 
Klasse gleich ist der Anzahl von Ebenen eines Büschels mit der beliebigen 
Axe x, welche die sechs Linien in Punkten eines Kegelschnitts schneiden. 
Bezeichnen w ir die sechs Linien in irgend einer Ordnung mit a, b, c, d, e, f 
und ihre Schnittpunkte mit irgend einer Ebene des Büschels mit a, b', c, d", e\ f, 
so ist die Bedingung, dass die Scheitel der drei Linienpaare 

ab' d'e' 

b'c' e'f 

c'd' fa' 

in einer Geraden liegen, nothwendig und hinreichend dafür, dass man durch 
jene Punkte einen Kegelschnitt legen kann. Dreht man nun die Ebene um x. 
so wird die Linie ab' , da sie an a, b und x gleitet, ein Hyperboloid (abx) 
beschreiben, ebenso die Linie d'e' eines dex), und folglich wird sich der Scheitel 
des Linieupaares a b', tfV auf einer Curve dritter Ordnung bewegen, die x 
zur Sehne hat und die wir mit A bezeichnen wollen. Die Scheitel der Linien- 
paare b'c, e'f und c'd' , fa werden in gleicher Weise auf Curven dritter 
Ordnung Ii und C liegen, die auch boide x zur Sohne haben. Die Ebenen. 
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welche der Aufgabe genügen, müssen nun A, Ii, (' in Punkten schneiden, die 
auf einer geraden Linie liegen. Im ihre Zahl 7,11 finden, nehme man auf x 
einen Punkt et an und lege von ihm als Spitze Kegel durch A und B. Da 
diese in x eine Doppelkanle haben, schneiden sie sich in fünf Linien. Eine 
Ebene durch eine dieser Linien und x gelegt, schneidet C nur in einem Punkte, 
der nicht auf x liegt. Dieser Punkt und der Schnittpunkt mit // bestimmen 
eine Linie, welche x in ß treffen möge. Jedem Punkte a entsprechen somit 
fünf Punkte ß und ebenso umgekehrt jedem ß fünf ct. Wenn ein Punkt « 
mit einem entsprechenden ß zusammenfällt, liegen die Schnittpunkte der zuge- 
hörigen Ebene mit A, D, C auf einer Geraden. Zu den zehn Füllen, in welchen 
dies, dem gegenseitigen Entsprechen von a und ß zufolge, eintritt, gehören 
auch die beiden, dass a und ß in einen der beiden Punkte fallen, die x mit 
B gemein hat. Diese sind aber nicht zu rechnen, weil, einen dieser Punkte 
für et genommen, jede durch x gehende Ebene die Eigenschaft hat, denselben 
Punkt für ß zu liefern. Es bleiben somit acht Lösungen übrig. Ich habe hier 
angenommen, dass die sechs Linien in irgend einer Anordnung mit a, b, ... f 
bezeichnet seien. Da aber, wenn sechs Punkte in einem Kegelschnitte liegen, 
jedes aus ihnen gebildete Sechseck ein Pcucahches ist. so ist klar, dass keine 
anderen Lösungen existiren können als die acht eben gefundenen. Wir haben 
also den Satz: 

In einem Ebenenbüschel giebt es acht Ebenen, welche sechs beliebig 
gegebene Linien so schneiden, dass die Schnittpunkte auf einem 
Kegelschnitte liegen. 

und folglich 

Umhüllen alle Ebenen, welche sechs Linien in Punkten eines Kegel- 
schnitts schneiden, eine Fläche achter Klasse. 

Nehmen wir an, es seien nur fünf Linien gegeben, so liegt in jeder Ebene 
des Büschels x ein Kegelschnitt, der diese fünf Linien schneidet, und alle diese 
Kegelschnitte bilden eine Fläche. Aus dem obigen Satze folgt dann der andere: 

Wenn ein veränderlicher Kegelschnitt an fünf Linien gleitet, so dass 
seine Ebene stets durch eine Gerade x geht, so beschreibt er eine 
Fläche achter Ordnung. 

Die fünf Linien liegen ganz auf der Fläche und die Gerade x ist sechsfache 
Curve derselben. 

. 24* 
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2) Jede durch eine der Linien a, . . . f z. H. a gelegte Ebene schneidet 
nur noch b, c, . . . f in einzelnen Punkten und enthält folglich einen Kegel- 
schnitt, der a zweimal schneidet. Man kann desshalb vermulhen , dass jede 
durch a gehende Ebene doppelt zu rechnen sei. Um hierüber zu entscheiden, 
nehmen wir an, die Linie x, welche früher beliebig lag, schneide die Linie 
a in einem Punkte y, und suchen jetzt wieder die Zahl der Ebenen . welche 
durch x gehen und die sechs Linien in Punkten eines Kegelschnitts schneiden. 
Diese Kegelschnitte sind jetzt gezwungen durch den Punkt y zu gehen An 
die Stelle des Hyperboloids {abx tritt ulso hier die Ebene iyb). Diese schneidet 
das Hyperboloid [dex) in einem Kegelschnitte A, der den Punkt y enthält. 
Die Hyperboloide ibex) und [efx schneiden sich in einer Curve dritter Ord- 
nung Ii, die mit x zwei Punkte gemein hat, während die Flächen (cdx) und 
(fax) wieder einen Kegelschnitt C erzeugen, der durch y geht. Einem Punkte 
a auf x entsprechen dann vier Punkte ß und umgekehrt. Es fallen somit achtmal 
zwei entsprechende Punkte zusammen. Von diesen sind aber die beiden Schnitt- 
punkte der Curve B mit x nicht zu rechnen, so dass nur sechs übrig bleiben. 
Da jedenfalls acht Ebenen durch diese Linie x gehen müssen, so ist die dnreh 
x und a gelegte Ebene, welche gleichfalls einen Kegelschnitt enthält, doppelt 
zu rechnen. Durch diese Untersuchung ist zugleich der Satz bewiesen: 

Die Ebenen der Kegelschnitte, welche durch einen Punkt gehen und 
fünf Linien schneiden, umhüllen einen Kegel sechsler Classe. 

Durch jede der Linien a, . . . f gehen somit unendlich viele doppelt zu rechnende 
Ebenen unserer Fläche. Diese Linien sind daher als Doppelcurven zu be- 
trachten. 

Wenn ferner die Linie x vier von den sechs Linieu schneidet, so hat 
jede durch sie gehende Ebene nur mit zweien der Linien veränderliche Schnitt- 
punkte gemein, die stets auf einer Linie liegen. Jede Ebene eines Büschels, 
dessen Axe vier der sechs Linien schneidet, enthält also einen zerfallenden 
Kegelschnitt. Diese 2. 15 = 30 Linien sind einfache Linien der Fläche. Ausser 
diesen sechs Doppel- und dreissig einfachen Geraden enthält die Flache keine 
geraden Linien mehr. 

3) Wenn nun sieben Linien gegeben sind a, . . . f, y, so kann man die 
Flächen achter Klasse conslruiren, welche gehören zu den Linien abedef und 
abedeg. Jede Ebene, die beiden Flächen angehört, enthält zwei Kegelschnitte, 
welche fünf Punkte gemein haben, also einen Kegelschnitt, der die sieben Linien 
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a, . . . g schneidet. Alle diese Ebenen bilden eine abwickelbare Fläche vier- 
undsechzigster Klasse. In dieser Fläche kommen aber Ebenen vor. welche 
zwei verschiedene Kegelschnitte enthalten und folglich nicht zu rechnen sind. 
Damit dies möglich ist, dürfen, wenn beide Kegelschnitte nicht zerfallen, nur 
vier der Linien a, . . . e in einzelnen Punkten geschnitten werden. Diese Ebenen 
bilden also die Büschel, deren Axen a, b, c, d, e sind. Jede dieser Ebenen 
ist vierfach zu rechnen, und die Klasse der abwickelbaren Fläche erniedrigt 
sich dadurch um 20. Wenn einer der beiden Kegelschnitte zerfällt, so muss, 
wie man leicht siebt, auch der andere zerfallen, und damit dann beide nicht 
identisch sind, reicht es hin, wenn ihre Ebene vier der Linien in Punkten einer 
Geraden schneidet. Dieser Bedingung genügen die Ebenen der zehn Büschel, 
deren Axen je vier der fünf Linien a, . . . e treffen. Hiedurch wird die 
Klasse der abwickelbaren Fläche um weitere 10 erniedrigt, so dass 

Alle Ebenen, welche sieben Linien in Punkten eines Kegelschnittes 
schneiden, eine abwickelbare Fläche vierunddreissigster Klasse bilden. 

4) Untersuchen wir noch, wie viele Kegelschnitte durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen und sechs Linien z. B. bedefg schneiden. Die Ebenen 
dieser Kegelschnitte sind nach 2) gemeinsame Tangentenebcneu der beiden 
Kegel sechster Klasse, die zu den Linien bedef und bedeg gehören. Nicht 
zu rechnen sind aber die Ebenen durch den gegebenen Punkt und die Linien 

b, c, d, e welche Doppellangentenebenen jedes Kegeis sind und die Ebenen durch 
jenen Punkt und die beiden Linien, welche bede schneiden. Daher der Satz: 

Durch einen beliebigen Punkt gehen achtzehn Kegelschnitte, welche 
sechs gegebene Linien schneiden. 

5) Wenn nun zu den sieben Linien noch eine achte h hinzukömmt, so 
bilden wir noch die Fläche achter Klasse, die zu den Linien abedeh gehört. 
Die Ebenen, welche sie mit der abwickelbaren Fläche vierunddreissigster Klasse 
gemein hat, sind die Ebenen, welche die acht Linien in Punkten eines Kegel- 
schnitts schneiden. Auf dieser Fläche liegen aber auch die fünf Doppellinien 
abede und die zehn einfachen, welche je vier jener schneiden, und die durch 
diese gehenden Ebenen sind zu verwerfen. Die Ebenen, welche die abwickel- 
bare Fläche mit einer dieser z. ß. a gemein hat, enthalten einen Kegelschnitt, 
der die Linien f und g und somit ausser a sechs Linien schneidet. Nach 1) 
giebl es acht solcher Ebenen. Jede derselben ist doppelt zu rechnen. Um dies 
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zu erkennen, bemerken wir, dass durch einen Punkt der Linie az. 15 34 Ebenen 
der abwickelbaren Fläche gehen müssen. In 4) fanden wir achtzehn solcher 
Ebenen, die fehlenden sechszehn werden gerade durch die hier gefundenen acht 
ersetzt, wenn wir sie doppelt zählen. Eine Ebene dagegen, welche abcd in 
Punkten einer geraden Linie schneidet, kann in zwei Lagen auch noch efg in 
Punkten einer Geraden treffen. Daher hat jede dieser Linien zwei Ebenen mit der 
abwickelbaren Fluche gemein. Wir haben also schliesslich das Resultat: 

Es giebt 8.34-2.2.5.8-2.10 = 92 Kegelschnitte, welche acht 
beliebig im Räume liegende gerade Linien schneiden. 

Heidelberg. 12. November 1867. 
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Construction der Fläche zweiten Grades durch 

neun Punkte. 

(Xnch den hinterlassend! Mnnuseripten Jacob Steiners dargestellt 
von Herrn C. F. Geiser in Zürich.) 



Die Aufgabe eine Fläche zweiten Grades durch neun im Räume be- 
liebig gegebene Funkle zu legen, ist bekanntlich durch die Herren Hesse (Bd. 24 
dieses Journals), Seydcwitz (Bd. 9 des GrMwer/schen Archivs) und Schröter 
(Bd. 62 dieses Journals) gelöst w orden. In den (unterlassenen Manuscripten 
Steiners ist nun ein mit kurzen Notizen versehenes Quartbkm vorhanden, welches 
zeigt, dass Steiner bereits im Jahre 1836 zwei verschiedene Constructionen dieser 
Fläche gerunden hatte, die er aber nicht veröffentlichte, weil die zugehörigen 
Beweise nicht vollständig und einfach genug und die Constructionen nicht linear 
waren. Während, wie es scheint, die von Steiner als zweite dieser Lösungen 
bezeichnete Construction nicht auf die nöthige Einfachheit gebracht werden kann, 
und sich desshalb zur Veröffentlichung nicht eignet, ist es gelungen, mit einigen 
Abänderungen und Vervollständigungen die erste derselben in eine Form zu 
bringen, welche, trotzdem die gesuchte Fläche nicht linear hergestellt wird, 
doch mit so geringen Mitteln zum Ziele führt, als man überhaupt bei der com- 
plicirten Aufgabe erwarten darf. Ihrer Darstellung ist die nachfolgende kurze 
Mittheilung gewidmet. 

Wenn den neun gegebenen Punkten in einer beliebigen Reihenfolge 
die Zahlen 1) bis (9) zugefügt werden, so lege man zuerst die Ebenen (123), 
(456), (789), die man resp. mit 1, II, III bezeichne-, ihr gemeinschaftlicher 
Durchschnitlspunkt heisse S. Die Schniltgeraden von II und III, III und I, 
I und II, welche A, B, C heissen sollen, stehen nun zu der gesuchten Fläche 
/, in der nachstehenden Beziehung: Jede der Ebenen I, II, III hat mit f? einen 
Kegelschnitt gemein, und für diese Kegelschnitte zu je zweien genommen, 
sind die Geraden A, B, C gemeinschaftliche (reelle oder ideelle) Sehnen; 
kann man umgekehrt durch die Punkte 123, 456, 789 drei Kegelschnitte legen, 
für welche A, B, C gemeinschaftliche Sehnen sind, so liegen diese drei Kegel- 
schnitte auf /",. 

Man betrachte zunächst nur die Punkte (1) bis (8). Die Gerade (23) 
trifft B und C resp. in Punkten b und c, von denen c mit (4), (5) und (6) 



Digitized by Google 



192 J- Steiner, Cunslruction der Fläche zweiten Grades durch neun Punkte. 

eine Kegelschnillschaar bestimmt. Ein willkürlicher Kegelschnitt der Schaar 
schneidet auf C ausser c einen Punkt c aus, ferner ergiebt dieser Kegelschnitt 
(456cc') auf A zwei Punkte a und a , welche mit (7), (8) und b einen 
neuen Kegelschnitt in der Ebene III bestimmen, der die Gerade B ausser in 
b noch in einem Punkte b' schneidet. Der Punkt b' ist durch den Punkt c 
bestimmt; wenn c auf der Geraden Csich bewegt, so durchlauft b' die Gerade B, 
und da zu jedem c stets ein, aber nur ein b' gehört, und umgekehrt, so 
sind B und C hinsichtlich der Punkte b' und c projectivisch. Aber b' und 
e' gehen gleichzeitig durch 8 f d. h. B und C sind zugleich perspectivisch. 
und alle Verbindungsgeraden entsprechender b' und c laufen durch einen und 
denselben in der Ebene I gelegenen Punkt M. Fassen wir jetzt die Geradeu 
(88) und [Mi) als Kegelschnitt h, auf, der ganz in der Ebene I Hegt, und 
welcher einen bestimmten Punkt c' auf C ergiebt, so erhält man in der an- 
gegebenen Weise zu diesem einen Kegelschnitt K, in der Ebene 11 und einen 
Kegelschnitt K s in der Ebene III. Diese drei Kegelschnitte haben die Geraden 
A, B, C zu gemeinschaftlichen Sehnen, und gehören demzufolge einer Fläche 
zweiten Grades F, an, welche durch die Punkte (1) bis (8) geht. 

Wiederholt man dieses gonze Verfahren , indem man statt von der 
Geraden (23) nun von der Geraden (31) ausgeht, so erhält man in den 
Ebenen I, II, III drei neue Kegelschnitte Jf/, A'j, Jifj, die wieder auf einer 
Flüche Fi liegen, welche die Punkte (1) bis (8) enthält. Die Flächen F-. 
und schneiden sich in einer durch die Punkte (1) bis (8) gehende Rautn- 
curve, durch welche unendlich viele Flächen zweiten Grades gehen, unter 
denen sich auch befindet, welche die Punkte (1) bis (9) enthält. Diese 
Schnittcurve hat mit jeder der Ebenen I, II, III vier Punkte gemein, welche 
resp. die Durchschnitte von A', und Ä,, K 2 und K',, K 3 und K' % sind. Schneiden 
sich nun üf, und K% ausser in (7) und (8) noch in y nnd y', so gehört der 
Kegelschnitt (78?'/ 9) der gesuchten Fläche f 7 an. von welcher natürlich so- 
fort noch zwei andere Kegelschnitte zu finden sind. Damit darf die gestellte 
Aufgabe als gelöst betrachtet werden, und es ist nur noch hinzuzufügen, dass 
diese Lösung zugleich die Conslrnction derjenigen Kaumcurve vierten Grades 
ergiebt, welche der Durchschnitt zweier Flächen zweiten Grades ist, und durch 
acht gegebene Punkte im Räume gehl. 

Zürich, im Januar 1867. 
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lieber die Reciprocitat der Pascal- Steiner sehen und 
der Kirkman-Cayley-Salmomehexi Satze von 
dem Hexagrammum mysticiim. 

(Von Herrn 0. Hesse in Heidelberg.) 



Noten in SaJmons vierter Auflage seiner berühmten „Conic seclions ki , 
welche von den Erweiterungen des /Waschen Theoremes handeln, bekunden 
eine in die Augen fallende Reciprocitat deutscher und englischer Entdeckungen. 
Es stehen sich gegenüber: 



60. P.. . Pascalsehe Linien. 

20.R. . . Sleinersche Punkte. 
In jedem derselben schneiden sich 3.P. 
15. 8, . . . Sleinersche Linien. 
Auf jeder derselben liegen 4.R. 



60. K . . . Kirkmansche Punkte. In 
jedem derselben sehneiden sich 3.P. 
20. C, . . . Cayley-Salmonsche Linien. 
Auf jeder derselben liegen 3.K. 
15. S n . . . Salmonsche Punkte. 
In jedem derselben schneiden sich 4.C, . 



Im Angesichte dieser Thatsachen möchte man glauben, dass die Elemente. 
P und K der Figuren, welche auf der einen Seite die Stemerschon Punkte 
und Linien, auf der anderen Seite die Cayleyschen Linien und Sa/mooschen 
Punkte bilden, sich als Polaren und Pole der Art auffassen lassen, dass in 
Rücksicht auf irgend einen Kegelschnitt jeder Pascalschen Linie P als Polare 
ein Kirkmanscher Punkt K als Pol entspricht. Denn träfe dieses zu, so 
wären die neueren Erweiterungen des Pascalschen Theoremes sämmtlich re- 
eiprok zu den filteren in dem Sinne von Polaren und Polen. Es würden sich 
daraus aber noch weitere Consequenzen ziehen lassen. 

Nach Kbrkman schneiden sich nämlich 60 Mal drei P<wca/sche Linien 
P in einem Kirkmanschen Punkte K. Das fragliche Reciprocitüls- Gesetz 
würde daraus ergeben, dass 60 Mal drei Kirkmansche Punkte auf einer geraden 
Linie liegen. Da nun schon anderweit nach dem Cayley-Salmowchen Satze 
20 Mal drei /frrAwwnsche Punkte auf einer geraden Linie liegen, so hätte 
man die reeiproken Sätze: 
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Von den 60 Kirkmanschen 
Punkten K liegen 20 Mal drei Punkle K 
auf einer geraden Linie C„ , und über- 
dies liegen 60 Mal drei Kirktnan sehe 
Punkte K auf einer goraden Linie //. 



Von den 60 Pmcalschon Li- 
nien P schneiden sich 20 Mal drei 
Pascalsche Linien P in einem Sleiner- 
schen Punkte/«, und überdies schneiden 
sich 60 Mal drei Pascolsehe Linien P 
in einem Kirkmanschen Punkte K. 



Unzweifelhaft sind nach dem Vorhergehenden die ersten Theile der beiden 
reeiproken Sätze gleich wie der zweite Theil des letzten Satzes. Zweifel- 
haft, obwohl wahr, bleibt der zweite Theil des ersten Salzes, denn er ist an 
dieser Stelle nichts weiter als die Consequenz der fraglichen Annahme, dass 
sich die Pascalschen Linien P als Polaren der Kirkmanschen Punkte K auf- 
fassen lassen. 

Es ist mir nicht gelungen das vermuthete Rcciprocilälsgesetz zu ent- 
decken. Im Gegentheil weiss ich, dass diejenige Reciprociläl der Pascalschen 
Linien P und der Kirkmanschen Punkte K, welche ich im Folgenden ent- 
wickeln werde, sich nicht in dem Sinne von Polaren und Polen aurrassen lässt, 
wenigstens nicht in Rücksicht auf den Kegelschnitt, dem die 60 Pascalschen 
Sechsecke einbeschrieben sind. Dennoch wird man das erwähnte Recipro- 
cilälsgesetz als ein ideales gelten lassen, wenn auch nur in der Absicht, ent- 
sprechende Thatsachen aus einander abzuleiten. 

* 1- 

Durch 6 auf einem Kegelschnitte C gegebene Punkte abedef lassen 
sich 15 gerade Linien L legen, welche jene Punkte paarweise verbinden. 
Diese 15 geraden Linien L bilden 60 dem Kegelschnitte C einbeschriehene 
Sechsecke, die mit den Buchstaben P oder FI bezeichnet werden. Dieselben 
Buchslaben sollen zugleich dazu dienen, die den Pascalschen Sechsecken ent- 
sprechenden Pascaischen Linien auszudrücken. 

Unterdrückt man von den 15 geraden Linien /. 6, welche eines von den 
60 I i falschen Sechsecken bilden, zum Beispiel die Seiten des Sechseckes: 

P = abedef, 

so bilden die 9 übrig bleibenden Linien /, nur drei von den 60 Pasca/schen 
Sechsecken : 

P' = acebfd, F = ceadbf, P" = eaefdb. 
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Unterdrückt man ausserdem noch die 
drei Hauptdiagonnlen des Pcuca/schen 
Sechseckes P, welche die gegenüber- 
liegenden Ecken paarweise verbinden, 
so bleiben von den 15 Linien L, wie 
die Figur zeigt, die 6 punktirten geraden f 
Linien zurück, welche zwei dem Kegel- 
schnitte C einbeschriebene Dreiecke bil- 
den. Die Seiten dieser Dreiecko sind 
bezeichnet mit denselben Ruchslaben, als 
die ihnen gegenüberliegenden Ecken, 

Diese beiden dem Kegelschnitte C einbeschriebenen Dreiecke sind nach 
einem bekannten Salze einem anderen Kegelschnitt C umbesebrieben. Es 
ist darum das Sechseck mit den auf einander folgenden Seilen ab'... ein 
Brianchonsches Sechseck: 

B = la'b'c'd'e'f), 

dessen Hauptdiagonalen sich in einem Brianchonschen Punkte K schneiden» 
Dieser Punkt K ist ein Kirkmanscher Punkt. 

Denn die Hauptdiagonalen des Brianchonschen Sechseckes B sind nichts 
anderes als die Pascalschen Linien P', P', P" der eben so bezeichneten Sechsecke. 

Der Kirkmansche Punkt K heisse der ideale Pol der Pcwcö/schen 
Linio P, und umgekehrt soll die Pascalsche Linie P die ideale Polare des 
ÄYrArmawschen Punktes K genannt werden, den wir bezeichnen mit: 

K = P'PP". 

In dieser Weise ist jeder Kirkmansche Punkt K definirt als der ideale 
Pol einer durch ihn bestimmten Pascalschen Linie P, wie umgekehrt jede 
Pascalsche Linie als die ideale Polare eines bestimmten /fi'rArmawschen Punktes. 
Man hat daher 60 Kirkntansche Punkte gleich wie 60 Pascalsche Linien. 

Um den idealen Pol einer, einem gegebenen Pascalschen Sechseck ent- 
sprechenden, Pcwca/schen Linie zu conslruiren, lässt mau nach dem Vorher- 
gehenden von den 15 Linien /. die Seiten des gegebenen Sechseckes fort. 
Die aus den 9 übrig bleibenden Linien L gebildeten drei Pascalschen Sechs- 
ecke haben Pascalsche Linien, welche sich in dem gesuchten idealen Pole 
schneiden. Ist umgekelirl ein /itrAnwai»scher Punkt K gegeben durch die drei 
Sechsecke, P'P P', deren Pascalsche Linien sich in ihm schneiden, so braucht 
man nur von den 15 Linien L die 9 Linien L fortzulassen, welche die Seilen 

25» 
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der drei Sechsecke bilden. Die übrig bleibenden 6 Linien /. bilden das Sechseck, 
dessen Pascalsche Linie P die gesuchte ideale Polare des Kirkmanschen 
Punktes K ist. 

Aber auch die angenommene symbolische Beziehung der Pascalschen 
Linien zu handhaben, macht keine Schwierigkeit. Denn läge an Stelle von 
P irgend eine andere von den 60 Pascalschen Linien 77 vor: 

77 = aßy&eS, 

so hätte man nur die lateinischen Buchstaben in die entsprechenden griechischen 
zu verwandeln, um die drei Pascalschen Linien: 

77° = ctyffiQd, 77' = ytadßt, 77" = tay&ß 
zu erhalten, w elche sich in dem idealen Pole der Pascalschen Linie 77 schneiden. 
Von dieser Regel wollen wir gleich eine Anwendung machen. 

§• 2. 

Nach dem Vorhergehenden entsprechen einer gegebenen Pascalschen 
binie drei andere Pascalsche Linien, welche sich in dem idealen Pole der 
gegebenen Fcwco/schen Linie schneiden. Jedem der letzteren entsprechen 
wieder 3, also in gewisser Weise entsprechen der gegebenen Pewca/schen 
Linie 9 Pascalsche Linien, sodann 27 und so weiter. Da aber die Zahl der 
Pagco/schen Linien auf 60 beschränkt ist, so muss man nolhwendiger Weise 
endlich ein Mal wieder auf einzelne der früheren zurückkommen. Untersuchen 
wir daher, wie bald dieses geschieht. 

Wir gehen von der Pascalschen Linie P aus und ihrem idealen Pole K: 

P, K = PP-P". 
Die idealen Pole der Pascalschen Linien P\ F, P" seien respective: 

K- - psw M k* = va, k' = n'Wi, 

indem man nach der in dem vorhergehenden Abschnitte angegebenen Regel hat: 
7*' = aefedb, P\ = efabcd, F,', =» faedbc, 
P, t — acbefd, I\ = abedef, P n = bcafde, 
Pii = eedabf, P t = edefab, P,\ = deebfa. 
Da die Ausdrücke von F,', P,, P'l nur durch cyclische Verlauschungen 

der Elemente von dem Ausdrucke P verschieden sind, so haben wir: 

p; = p t = p; = p. 

Das will sagen, dass die imaginären Pole TT, Ä", K" auf der Fo*ca/schen 
Linie P liegen, oder ausführlicher ausgedrückt: 
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Kirkmanschen Punkt gehen, liegen auf der idealen Polare des Kirkmauschen 
Punktes. 

Mit Rücksicht auf die eingeführten Definitionen lüsst sich dieser Satz 
kürzer auch so aussprechen: 

2) Es liegen 60 Mal 3 Kirkmansche Punkte K auf einer Pasealsehen 
Linie P. 

Dieser Salz ist gerade der in 
der Einleitung imaginär abgeleitete 

Satz. Es zeigt sich aber hier, dass p, \ 

die gerade Linie II dort nichts anderes ""^^ \ 

ist als die Pascalsche Linie P. Die \A 
nebenstehende Figur giebt ein Bild Kl if* 

von der Lage der besprochenen Punkto 
und Linien zu einander und dient zu- 



Da die unterstrichenen Symbole der Pasealsehen Linien gleichbedeutend sind 
mit dem Symbole so folgt hieraus, wie vorher, dass die genannten drei 
Pole K, K,\\ Kl[ auf der PascaJscUcn Linie P' liegen, dass letzlere also die 
ideale Polare des Kirkmanschen Punktes K" ist. Ebenso ist />' die ideale 
Polare des Ätr*ma«schen Punktes K', und l y ' ist die ideale Polare des 
Kirkmanschen Punktes K". Dieses beweiset der Salz: 

3) Die idealen Polaren der drei Kirkmanschen Punkte, welche auf 
einer Pasealsehen Linie liegen, schneiden sich in dem idealen Pole der Pascal- 

scitvn Lsiniz. 




fT ist Schnittpunkt von F P' P" 

K" - afdebc fdaceh dafbee 



KVi - - - febaed ebfdac bfeeda. 
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Kürzer ausgedrückt ist dieses der Kirktnansche Satz: 
4) Es schneiden sich 60 Mal 3 Pascalsche Linien in einem Kirkntan- 
schen Punkte. 

Die Salze 1) und 3) durften allgemeiner nicht etwa so ausgesprochen 



Pascakchen Linien, welche durch /wr/nwaMschen Punkten, welche auf 
einen und denselben Punkt gehen, einer geraden Linie liegen, schneiden 
liegen auf einer und derselben geraden sich in einem und demselben Punkte. 
Linie. 

Denn man weiss aus der Einleitung, dass drei Pascalsche Linien sich 
auch in einem Stchterschen Punkte R schneiden können. Die Lage ihrer 
idealen Pole ist jedoch noch unbekannt. Ebenso weiss man, dass drei Kirktnansche 
Punkte auch auf einer Cayleyschen Linie C. liegen können. Die Lage ihrer 
idealen Polaren ist ebenfalls unbekannt. 

Es wird sich nun darum handeln, die Lage der idealen Pole von drei 
Pascakchen Linien zu erforschen, welche sich in einem S/<wrschen Punkte H 
schneiden, um den ersten Parallelsatz möglicher Weise zur Gellung zu bringen. 
Man wird die Lage der idealen Polaren von drei Kirktnanschen Punkten, 
welche auf einer Cayleyschen Linie liegen, zu untersuchen haben, um den 
zweiten Parallelsalz zu prüfen. Diesen Zwecken werden die folgenden Ab- 
schnitte dienen. 

Schliesslich wollen wir noch bemerken, dass dio eben aufgeführten 
Parallelsatze nur den leitenden Gedanken für die nachfolgenden Untersuchungen 
herzugeben bestimmt sind. Auf Realität machen sie keinen Anspruch. Denn 
wenn auch die zu untersuchende Laue der hervorgehobenen Punkte und Linien 
eine solche ist. dass sio die Sätze bestätiget, so wird man doch Anstand 
nehmen müssen, die Sülze in so grosser Allgemeinheit auszusprechen, weil 
man nicht weiss, ob nicht drei Pascalsche Linien sich auch anders als in eineai 
Kirkmanschen oder Steinersehen Punkte schneiden können, und weil man 
ferner nicht weiss, ob nicht drei Kirktnansche Punkte anders auf einer geraden 
Linie liegen können als auf einer Pascakchen oder Cayleyschen. 



Von den 15 geraden Linien L, welche die auf dem Kegelschnitt C ge- 
gebenen 6 Punkte paarweise verbinden, unterdrückten wir in §. 1 6 Linien, 



werden: 



Die idealen Pole von drei 



Die idealen Polaren von drei 



§. 3. 
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welche eines von den 60 Patcalschen Sechsecken bildeten. Die übrigbleibenden 
9 bildeten nur 3 von den 60 Pascalschen Sechsecken. Unterdrücken wir jetzt 
von den 15 geraden Linien L wieder 6 Linien, welche aber zwei dem Kegel- 
schnitte C einbeschriebene Dreiecke mit verschiedenen Ecken bilden, so lassen 
sich aus deu 9 übrigbleibenden geraden Linien L 6 von den 60 Pascalschen 
Sechsecken bilden. Unterdrücken wir zum Beispiel die punktirten Seiten 
der beiden Dreiecke ace und bdf, so lassen sich aus den übrigbleibenden 9 
geraden Linien L die 6 ftwea/schen Sechsecke bilden: 

P = abedef, P t = afcbed, P ti = adefeb, 
IT = abefed, fJ, = afcdeb, IT U - adebef. 

Sämmlliche 6 Sechsecke sind gebildet aus den Seiten und den Haupt- 
diagonalen eines von ihnen. Sie bilden, wie in der Bezeichnung angedeutet 
worden, zwei Gruppen von 3 Sechsecken. Das Sechseck P, ist gebildet aus 
den geraden Seilen und den Hauptdiiigonalen des Sechsecks P, und das Sechs- 
eck P„ aus den ungeraden Seilen und den Haupldiagonalen desselben Sechs- 
ecks P. Gleiches gilt von der zweiten Gruppe. Kurz, man erhält aus einem 
dieser Sechsecke die beiden anderen derselben Gruppe, wenn man in dem- 
selben entweder die geraden oder die ungeraden Seilen unterdrückt und dafür 
die Hauptdiiigonalen substiluirt. 

Von jeder dieser Gruppen Sechsecke gilt der Satz*): 

5) Wenn man in einem gegebenett Pascalschen Sechsecke die drei 
Diagonalen zieht, welche die gegenüberliegenden Ecken rerbinden, so bilden 
die geraden Seilen nnd die Diagonalen ein zweites Pascalsches Sechseck mit 
denselben Ecken als das gegebene, ebenso die ungeraden Seiten nnd die 
Diagonalen ein drittes Pascalsches Sechseck. Die diesen drei Sechsecken sm- 
gehbrigen Pascalschen Linien schneiden sich in einem und demselben Punkte. 

Demnach schneiden sich die drei Pascalschen Linien P, P,, (P U1 in einem 
Punkte Ii und die drei Pascalschen Linien //, //,, U tl . in einem Punkte P. 
Dieses sind Steinersche Punkte, welche wir kürzer bezeichnen können mit: 

R = pp i p ll , ? = nn l u ll . 

Von ihnen gilt der Salz**): 

6) Die Steinerschen Punkte R und P, welche abhängen ton den 

*) Hesse, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie in der Ebene p. 119. 
**) „Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid'', Bd. 24 dieses Jour- 
nals p. 40 und Schroeter : „Steinenahe, Vorlesungen" p. 164. 
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hervorgehobenen 6 Pascalschen Sechsecken, sind harmonische Pole des Kegel- 
schnittes, dem die Sechsecke einbeschrieben sind. 

Da hiernach die 20 <S/«»erschen Funkte R und P sich zu harmonischen 
Polen des Kegelschnittes C paaren, so wird man, um sich präciser auszu- 
drücken, von den 10 Steinerschen Punktepaaren R und P sprechen können. 

Doch sehen wir ab von dem Satze 6), der hier nur im Zusammen- 
hange aufgeführt worden ist, um später auf ihn Bezug zu nehmen, so handelt 
es sich zunächst um die Feststellung der idealen Pole der drei Pasca/schen 
Linien P, P|, P Ml welche sich in dem ■S/cöifrschen Punkte R schneiden. 

Den idealen Pol K der Pasca/schen Linie P=abcdef haben wir in §. 1 
unabhängig von der Figur mit dem Zeichen K — PP'P" eingeführt. Da diese 
Bezeichnung in dem vorliegenden Falle von keinem Nutzen ist. so verlassen 
wir dieselbe, indem wir auf die Construction des idealen Poles K der Pascal- 
schen Linie P in §. 1 zurückgehen. Dieser ideale Pol ergab sich dort als 
der Brianchonsche Punkt des Sechseckes B = {db'cd'ef), welches dem 
Kegelschnitt C" umschrieben ist. Wir werden ihn mit Rücksicht auf die Figur 
bezeichnen mit: 

K^db'c'd'e'f als id. Pol d. Pasc. Linie P^abcdef. 

Diese Bezeichnung ist für den vorliegenden Fall darum so einfach, 
weil man, ohne die Figur zu erweitern, aus der am Anfange des Paragraphen 
gebrauchten Bezeichnung der Pasca/schen Linien P, /*,, /'„ und 77, 77 n 77,,, 
die Bezeichnung ihrer idealen Polo K, K n Äi,, Q, Q„ (>„, als Brianchonsche 
Punkte, einfach dadurch erhält, dass man jedem Buchslaben ab... einen Index 
anhängt wie folgt: 

K = d b' c d' et, Ki = a'f c' b' e' d', K, t = d d c'f e' b', 
Q - a'&V/Va", Q, = df'c'd'eb', Q it m ddc'b'e'f. 

Diese Regel verdankt man dem Umstände, dass für sflmmtliche 6 Sechs- 
ecke P und 77 die Dreiecke ace und bdf, welche zur Construction ihrer 
idealen Pole erforderlich sind, unverändert dieselben bleiben. 

Man braucht nach dem Vorhergehenden von den 6 Pasca/schen Sechs- 
ecken /' und 77 nur ein Sechseck zu kennen. Denn alle 6 setzen sich zusammen 
aus den Seiten des einen und seinen Ilatiptdiagonalen. Die übrigen von den 
60 Pasca/schen Sechsecken sind dabei ausgeschlossen. Es bilden darum die 
60 Pasca/schen Sechsecke 10 Gruppen von 6 Pasca/schen Sechsecken, von 
welchen wir nur die eine Gruppe hervorgehoben haben. Der hervorgehobenen 
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Gruppe entspricht ein einziger Kegelschnitt, den wir mit C" bezeichnet haben. 
Man hat daher den Salz: 

7) Wenu man sämmtliche 15 Verbindungslinien der Ecken eines 
Pasealschen Sechsecke* construirt, so werden 10 Mal 6 von diesen Verbindungs- 
linien von einem Kegelschnitte berührt. 

Man hat daher 10 solcher Kegelschnitte C in erster Linie entsprechend 
den 10 hervorgehobenen Gruppen von 6 Pasealschen Sechsecken und in 
zweiter Linie entsprechend den 10 S/ei'werschen Punktepaaren fi und P. 

§ 4. 

Der reeiproke Satz von dem in 5) angegebenen lehrt, dass die 
Brianchonschen Punkte K, A',, K n auf einer geraden Linie liegen. Es bedarr 
aber nicht jenes reeiproken Satzes; die Figur weiset dasselbe auch nach. 

Bezeichnet man nämlich die Berührungspunkte der Seiten des Brianchon- 
schen Sechseckes B und des Kegelschnittes €' mit gleichen Buchstaben als 
die Seiten, so hat man, den 6 hervorgehobenen Brianchonschen Sechsecken 
entsprechend, 6 dem Kegelschnitte C einbeschriebeno Pascalsche Sechsecke: 

p = ab'c'd'ef, Pl = aTc'b'ea*, p n = a'tc'feb', 
n = ab'cf'e'if, n t = a'f'c'de'b', tt„ = adc'b'e'f, 

deren Pascalsche Linien p, p M p„, ... einfach Polaren sind der Brianchonschen 
Punkte K, W M A*,,, ... rücksichtlich des Kegelschnittes C. Da nach dem Satze 
5) die genannten Polaren sich in einem Punkte schneiden, so liegen ihre 
Pole, also jene Brianchonschen Punkte, auf einer geraden Linie. 

Da nun jedem der Pasealschen Sechsecke p des Kegelschnittes C auf 
der einen Seile ein Pascalsche^ Sechseck /' des Kegelschnittes C, auf der 
anderen Seile ein Brianchonsches Sechseck A' entspricht, so entspricht auch 
jedem Pasealschen Sechsecke P ein Brianchonsches K und den drei /Wo/sehen 
Sechsecken P, deren Pascalsche Linien P sich in einem Steinerschen Punkte 
R schneiden, entsprechen drei Brianchonsche Sechsecke K, deren Brianchonsche 
Punkte, das sind die idealen Pole der drei Pasealschen Linien P, auf einer 
geraden Linie liegen. Diese gerade Linie ist eine Cayleysehe Linie C,, denn 
die drei idealen Pole, welche auf ihr liegen, sind Kirkmansche Punkte. 
Wir drücken dieses kurz so aus: 

8) Die idealen Pole der 3 Pasealschen Linien, trelche sich in einem 
Steinerscheu Punkte schneiden, liegen auf einer Cayleyschen Linie. 
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Den 20 S/morschen Punkten entsprechen in dieser Weise 20 Cayleysehe 
Linien. Es ist daher der angegebene Satz ein anderer Ausdruck für den 
Cayleyschen Satz : 

9) Es liegen 20 Mal 3 Kirkmansche Punkte auf einer Cayleyschen Linie. 
Die drei 7W«/schen Linien, welche sich in einem &/<wrscben Punkte 

schneiden, sind die idealen Polaren der drei Punkte, welche auf der Cayleyschen 
Linie liegen. Deshalb kann man den Satz 6) auch umkehren wie folgt: 

10) Die idealen Polaren der drei Kirkmanschen Punkte, welche auf 
einer Cayleyschen Linie liegen, schneiden sich in einem Steinerschen Punkte. 

Da nach den Sätzen 8) und 10) jedem Steinerschen Punkte eine ganz 
bestimmte Cayleysc\ie Linie entspricht, so wie umgekehrt jeder Cayleyschen 
Linie ein ganz bestimmter Sfctmrscher Punkt, so müssen sich die 20 Cayley- 
schen Linien paaren in der Weise der 20 S/eirtersehen Punkte. PrAciser 
wird man daher von den 10 Cayleyschen Linienpaaren sprechen können. 

Das Cayleysehe Linienpaar, auf welchem die Kirkmanschen Punkte 
K, K,, K„ und 77, 77,, 77,, liegen, ist zweifellos ein Paar harmonischer 
Polaren des Kegelschnittes C. Dasselbe Linienpaar würde natürlich auch 
ein Paar harmonischer Polaren sein des in der Einleitung angenommenen idealen 
Kegelschnittes. Ob dasselbe Linienpaar auch ein Paar harmonischer Polaren 
sei des Kegelschnittes (', soll eine offene Frage sein. 

Die bis dahin als zweifellos aufgeführten Sätze 1) bis 10) bekunden 
eine vollständige Reciprocitäl der 60 TVwea/schen Linien und der 60 Kirkman- 
schen Punkte. Diese Reciprocitäl bleibt in dem gewöhnlichen Sinne eine ideale, 
so lange nicht ein Kegelschnitt gefunden werden kann, in Rücksicht aufweichen 
jede Pascalsche Linie als die gewöhnliche Polare eines Ai'rÄfwawschen Punktes 
erscheint. Existirt ein solcher Kegelschnitt, so erstreckt sich die Reciprocitäl 
weiter auf Steinersche Punkte und Cayleysehe Linien, sowie auf Steinersche 
Linien und Sa/iwo«sche Punkte. Existirt aber ein solcher Kegelschnitt nur 
in der Idee, so wird die Prüfung des in der Einleitung nur unter einer ge- 
wissen Voraussetzung ausgesprochenen Reciprocitätsgesetzes schon hei den 
S/pfrttTSchen Punkten R und den ihnen unzweideutig entsprechenden Cayley- 
schen Linien C, zu beginnen haben, wie folgt: 

Da nach 8) die idealen Pole der drei Pascalschen Linien, welche sich 
in einem S/eiwerschen Punkte schneiden, auf einer Cayleyschen Linie liegen, 
so wird man diese gerade Linie für die ideale Polare des Steinerschen Punktes 
zu nehmen haben. Da nach 10) die idealen Polaren der drei Kirkmanschen 
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Punkte, welche auf einer Cayleyschen Linie liegen, sich in einem -S/r/nrrsrhcn 
Punkte schneiden, so wird letzterer als der ideale Pol der Cayleyschen Linie 
zu deflniren sein. 

Auf Grund dieser Definitionen entspricht jedem Sleinerschcn Punkte 
als idealem Pole eine ganz bestimmte Cayleyschc Linie als ideale Polare und 
umgekehrt. 

Es hat aber Salmon an der bezeichneten Stelle bewiesen, dass auf 
einer Cayleyschen Linie nicht allein drei Kirkmansehe Punkte liegen, (deren 
ideale Polaren sich in dem Pole der Cayleyschen Linie schneiden) sondern 
dass auf derselben Cayleyschen Linie auch ein S/e/nerscher Punkt liegt. Da 
nun der ideale Pol der Cayleyschen Linie auch ein SVe/werscher Punkt ist, 
so entsprechen zwei <S/e/«ersche Punkte einander, als Pol einer Cayleyschen 
Linie und als Punkt nur ihr, und es entsteht die Frage, ob hiernach die 20 
S/e/werschen Punkte sich in dem Sinne paaren, wie in §. 3. 

Die drei Kirfcmanschen Punkte und der Sleinerscho Punkt, welche 
auf derselben Cayleyschen Linie liegen, haben ideale Polaren, von welchen man 
weiss, dass die drei ersteren sich in dem idealen Pole der Cayleyschen Linie 
schneiden. Soll nun der ideale Pol im weiteren Sinne seinen Namen ver- 
dienen, so wird nachzuweisen sein, dass auch die ideale Polare des genannten 
S/einerschen Punktes durch ihn geht. 

Die zuletzt angeregte Untersuchung lässt sich auch auf einem anderen 
Wege durchfuhren. Da nämlich nach Salmon durch einen gegebenen S/emerschen 
Punkt nicht allein drei Pascalsche Linien gehen, deren ideale Pole auf der 
idealen Polare des gegebenen S/«'«erschen Punktes liegen, sondern auch eine 
Cayleysche Linie, so entsteht die Frage, ob auch der ideale Pol der Cayley- 
schen Linie auf der idealen Polare des gegebenen S/eiWrschen Punktes liegt. 

Diese Fragen sollen in dem folgenden Paragraphen beantwortet werden. 

§• 5. 

Wir gehen von dem Steinerschen Punkte P des §. 3. aus : 

p = 77/7,77,,, 

in welchem sich die Patcalschen Linien schneiden, die dort bezeichnet wurden mit : 

17 = abefed, 77, == afcdeb, 77, , = adehef. 

Ihre idealen Pole bezeichnen wir mit: 

<? = 77" 77 ' 77", Q t = 771*77; 77;', <?„ = 77;', 77,, 77/,, 

26* 
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indem wir nach der in §1. angegebenen Regel haben: 

/7" = acebdf, LT = ceafbd, II " = eaedfb, 
77J' = aeeßd, Tl\ = ceadfb, /7," = eaebdf, 
n\\ = acedfb, 17',, = ceabdf, 17/5 = eaefbd. 
Die drei idealen Pole Q, (>,, Q lt stellen wir zusammen mit dem Steiner- 
scheu Punkte: 

R = />/>,/>,„ 

der mit dem S/eiWrschen Punkte P, von dem wir ausgingen, ein Paar von 
den 10 Steinerschen Punklepaaren bildet, und wiederholen die Bedeutung der 
Pascalschcn Linien: 

P = abedef, P l = afcbed, P lx = adefeb. 
Von diesen vier Punkten, den drei AVr&manschen Punkten Q, £ M (J n 
und dem Steinerschen Punkte R, hat Salmon in den oben angegebenen Noten 
nachgewiesen, dass sie auf einer und derselben Cayleyschcn Linie liegen. 
Es wird dieses sogleich ersichtlich, wenn man die hier eingeführte Bezeichnung 
in die Salmonsche überträgt. Auf den Beweis gehen wir nicht weiter ein. 
Denselben Satz drücken wir aber so aus: 

1 1 ) Die ideale Polare eines jeden Steinersehen Punktes geht durch 
seinen Gegenpunkt, der mit ihm ein Sleinersches Punktepaar bildet 

Dieser Salz lässt sich auch umkehren wie folgt: 

12) Der ideale Pol einer jeden Cayleyschen Linie lieyt auf ihrer Gegen- 
linie, welche mit ihr ein Cayleysches Linienpaar bildet. 

Hiermit ist die erste am Ende des vorhergehenden Paragraphen auf- 
geworfene Frage entschieden, dass der Pol einer Cayleyschen Linie und der 
S/ef'«ersche Punkt auf ihr sich paaren in dem Sinne wie §. 3. Aber auch 
die anderen erhobenen Fragen werden durch die angegebenen Sätze beantwortet. 

Wir begnügen uns eine gewisse Art der Reciprocität der Pa*c«/schen 
Linien und der SVewrrschen Punkte mit den A'/rÄmanschen Punkten und den 
Cayleyschen Linien in dem Vorhergehenden nachgewiesen zu haben. In der 
Voraussicht eines Kegelschnittes, für welchen jenes ideale Reciprocitatsver- 
hältniss ein reelles wird, unternehmen wir es nicht weiter das ideale Re- 
ciprocitälsverhültniss auch auf Steinersche Linien und Sa/ffiowsche Punkte aus- 
zudehnen. 

Aber selbst in dem Falle, dass der ersehnte Kegelschnitt existirl, um- 
schwebt die von den genannten Linien und Punkten gebildete Figur eine gewisse 
Unklarheit. Sie besteht darin, dass man zwar a posteriori erkennt, dass eine 



Digitized by Google 



Hesse, Untersuchungen Uber das Hexagrammum mysticum. 



205 



Figur mit den beschriebenen Eigenschaften besieht, dass man aber a priori 
nicht einsieht, warum eine solche Figur, abgesehen von den Pa*ea/schen 
Sechsecken, bestehen muss. Die Lage der 10 <S/«'»erschen Punklepaare und 
der 15 S/ei'«erschen Linien zu einander ist bekannt.*) Der reciproke Satz 
von dem, welcher ihre Lage verdeutlicht, zeigt an, wie die 10 Cayleyschen 
Linienpaare und die 15 Sofaojischen Punkte zu einander liegen. 

Ks fehlt zur Zeit jedoch ein Bild für die f'ascahchen Linien und die 
Kirkmartschen Funkte. Ein zu erfindender Salz, der die Endcigenschaflen der 
Figur im Auge hat, wird dieses Bild deutlich machen können. 

Zum Schlüsse wollen wir noch eine Idee entwickeln, wie ältere fran- 
zösische Forschungen von Layrange und \ andermonde Ober die Auflösung 
der Gleichungen des sechsten Gerades sich wohl in Zusammenhang bringen 
lassen werden mit den in der Einleitung hervorgehobenen Sätzen. 



Wenn man sich die 6 Ecken des /W«/schen Sechsecks bestimmt 
denkt durch den Schnitt einer Curve zweiter Ordnung und einer Curve dritter 
Ordnung, welche durch ihre Gleichungen f—0 und (f. ■ — 0 gegeben seien, 
so drQcken die in dem Vorhergehenden besprochenen Sätze, algebraisch auf- 
gefasst, Eigenschaften der W urzeln der gegebenen beiden Gleichungen aus. 
Der PmcaJsche Salz ist zwar unsymmetrisch in Röcksicht auf die Wurzeln 
der gegebenen Gleichungen; er wird aber symmetrisch, wenn man das ganze 
System der ÖO fturri/schen Linien in das Auge fusst. Die Gleichung dieses 
Systemes wird vom sechzigsten Grade und lässl sich wegen der Symmetrie 
der Wurzeln rational durch die Coefficienten in den gegebenen Gleichungen 
ausdrücken. 

Da das System der 10 Steinerschen Punklepaare symmetrisch liegt 
gegen die 6 Ecken des fVwcfl/schen Sechsecks **), so wird sich dasselbe 
durch eine Gleichung des zwanzigsten Grades rational in den Coefficienten 
der gegebenen Gleichungen ausdrücken lassen. Nimmt man jedoch an Stelle 
der 10 Steinerschen Punktepaare 10 neue S/einersche Linien P, von welchen 
jede ein Punktepaar verbindet, so lässt sich das System der 10 S/ei'werschen 
Linien P durch eine in den Coefficienten der gegebenen Gleichung rationale 
Gleichung P = 0des zehnten Grades darstellen. Ebenso stellt sich das System 

*) Bd. 41 diese» Journal» pag. 269. 
•*) Ebeudaaelbst. 
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der 15 Sleinerschen Linien S r als eine rationale Gleichung S r — 0 des fünf- 
zehnten Grades dar. Ks sind dieses allerdings Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten, die aber das Gemeinsame mit den Gleichungen von einer Unbekannten 
haben, dass sie sich in lineare Factoren der Unbekannten zerlegen lassen. 

Diese Gleichungen des zehnten und fünfzehnten Grades scheinen mir 
für die Aullösung der gegebenen Gleichungen f—0 und </> = 0, welche sich 
ja auf eine Gleichung des sechsten Grades zurückfahren lässt, das Analogon 
von dem zu sein, was die Resolventen von Lagrange*) und Yandermonde 
des zehnten und fünfzehnten Grades für die Gleichung des sechsten Grades 
sind. Die Grade der Gleichungen wenigstens stimmen überein, und die Co- 
efiicienten in ihnen sind in beiden Fällen rationale Ausdrücke gegebener 
Grössen. Die folgende Behandlung einer biquadratischen Gleichung wird 
diese Ansicht weiter unterstützen. 

Die Aufgabe zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten aufzulösen 
führt auf die Factorenzerfallung einer einzigen Gleichung mit zwei Unbekannten 
zurück. Denn wenn man die gegebenen, homogen gemachten, Gleichungen 
vom p' rn und q" n Grade: 

/( y, *) = 0, <f (x, y, ») = 0, 
mit der Gleichung eines Punktes in Liniencoordinaten u, v, u>, 

A. ee= mx -f- t>y -f- ips = 0, 
zusammenstellt und die Unbekannten x, y, % eliminirt, so erhall man eine 
Resultante: 

Ä = 0, 

die sich in pq Factoren zerlegen lasst und die Coefficienten von «, r, ip in 
jedem Factor werden die homogenen Wurzeln der gegebenen Gleichungen 
sein. Die Resultante ist frei von jedem überflüssigen Factor, wenn sie in 
Rücksicht auf die Coefficienten in der einen gegebenen Gleichung von dem 
Grade der anderen ist. 

Es ist zu bedauern, dass man noch kein Gesetz kennt, nach welchem 
die von überflüssigen Factoren freie Determinante gebildet werden kann. 
Diesem Mangel an Eliminationsmilteln ist es vornehmlich zuzuschreiben, dass 
die bekannten Sätze aus der Theorie der Gleichungen mit einer Unbekannten, 
welche sich als Sätze aus der Geometrie auf der geraden Linie auffassen 
lassen, nicht auf dio Ebene und den Raum, das ist, auf Gleichungen mit zwei 



*) Lagrange, TraUe" de la reaolutioD des equations num^rique«, pag. 260. 
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und mehreren Unbekannten ausgedehnt worden sind — eine Ausdehnung zu 
welcher „das Uebertragurigsprincip aus der Ebene in die gerade Linie und 
umgekehrt*)" ein geeignetes Mittel zu seiu scheint. — 

In dem Falle, dass die gegebenen Gleichungen beide vom zweiten 
Grade sind, verschwindet die Determinante: 



«, V, u> 



zugleich mit f, <p und A. Eliminirt man deshalb aus den Gleichungen: 

f=o, ^ = 0, ,* = 0, 

xA = 0, y/1 = 0, 3/1 = 0, 
die Potenzen und Producte der Variabein x, y, a, wie aus linearen Glei- 
chungen, so erhalt man die gesuchte Resultante vom vierten Grade: 

• R - 0, 

die vier Punkle in der Ebene darstellt. 

Durch diese vier Punkte lassen sich drei Linienpaare legen. Für den 
Schnittpunkt eines jeden der drei Linienpaare cxisliren die Gleichungen: 

a*w{*) -n*wiy) =o, A«y(«)-Mw-o. n*ww -/wo*) =o. 

Eliminirt man nun aus diesen Gleichungen und aus den Gleichungen: 

xA = 0, yA - 0, zA = 0 
die Potenzen und Producte der Unbekannten x, y, z wie aus linearen Glei- 
chungen, so erhalt man eine Gleichung des drillen Grades: 

S - 0, 

welche die genannten drei Schnittpunkte ausdrückt. 

Diese Gleichung S = 0 des dritten Grades ist zweifellos die Resolvente 
der Resultante R = 0 vom vierten Grade. Die vier Factoren der letzten 
Gleichung setzen sich aus den drei Factoren der ersten Gleichung linear 
zusammen, wie die Wurzeln einer biquadratischen aus den Wurzeln ihrer Re- 
solvenle. 

Heidelberg, im December 1867. 



*) Bd. 66 dieses Journals pag. 1f> und Zeitschrift für Mathematik und Phvsik 
XI. 5. pag. 417. 
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Erweiterung einiger bekannten Eigenschaften des 

ebenen Dreiecks. 

(Von Herrn Schröter zu Breslau.) 



Die bekannten Eigenschaften der sogenannten „merkwürdigen Punkte 
des ebenen Dreiecks" (Schwerpunkt, Ilöhenpunkt, .Mittelpunkte des umschriebenen 
Kreises und der ßerührungs- Kreise u. s. w.) sind besondere Falle allgemeinerer 
Beziehungen, zu denen man gelangt, wenn man an Stelle der unendlich -ent- 
fernten Geraden mit ihren beiden imaginären Kreispunkten, von welcher jene 
elementaren Eigenschaften eigentlich abhängen , in der Ebene des Dreiecks 
eine beliebige Gerade als Träger eines gegebenen Punktsystems annimmt, 
welches entweder elliptisch, oder hyperbolisch sein kann. Die Untersuchung 
dieser Figur führt ebenso leicht zu den allgemeineren Eigenschaften, wie die 
Betrachlungen der Elementar- Geometrie zu den besonderen. Unter letzteren 
scheint der häufiger angeführte, als bewiesene, von Feuerbach*) gefundene 
Satz, dass der durch die Mitten der Seiten eines Dreiecks gehende Kreis, die 
der dem Dreiecke einbeschriebenen Kreise gleichzeitig berührt, keinen der an- 
gedeuteten Erweiterung fälligen, also auch nicht recht befriedigenden Beweis 
gefunden zu haben. Es sei daher gestaltet, diesen Satz und die damit zu- 
sammenhängenden Eigenschaften des Dreiecks in der gedachten allgemeineren 
Auffassung auf synthetischem Wege abzuleiten **). Zwar können die Resultate 
dieser Erweiterung durch die Methode der Central - Projeclion und das Princip 
der Continuital unmittelbar aus dem besonderen Fall der elementaren Eigen- 
schaften des Dreiecks geschlossen werden, doch dürfte es nicht ohne Interesse 
sein, dieselben unabhängig und in grossester Allgemeinheit aus den projectivischen 
Eigenschaften der Kegelschnitte abzuleiten, weil dabei der wabre Charakter 
jener particulären Beziehungen und zugleich manche neue Eigenschaften her- 
vortreten. 



K. W. Feuerbach, Eigenschaften einiger merkwürdigen Punkte des ebenen 
s, Nürnberg 1822 Seite 38. 
**) Auf analytischem Wege ist jener Satz von Herrn Beltrami in der Abhand- 
lung: Intorno alle coniebe di novi punti, nota letta nella sessione 12 Marzo 1863 
dell' Academia di Bologna bewiesen worden. 
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Die Untersuchung stützt sich auf die Aaseinandersetzungen in dem von 
mir herausgegebenen Buche: Jacob Steiners Vorlesungen über synthetische Geo- 
metrie, zweiler Theil: Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf pro- 
jecticische Eigenschaften, Leipzig, 1867, und es soll im Folgenden die Bezug- 
nahme auf dies Buch durch „Theorie d. Kegelsch." bezeichnet werden. 



I. Ist in der Ebene eines Dreiecks abc eine Gerade G als Träger 
eiues beliebigen (elliptischen oder hyperbolischen) Punktsystems gegeben, treffen 
die Dreiecksseiten bc, ca, ab die Gerade G in den Punkten s, s 2 * 3 , deren con- 
jugirle im Punktsystem o-jfjjOj seien, so schneiden sich die drei Verbindungs- 
linien oo,, bo,. co } in einem Punkte J/*), weil umgekehrt die vier Punkte 
abc II ein vollständiges Viereck bilden, dessen drei Seitenpaare von der Trans- 
versale G in drei Punktepaaren eines Punktsystems getroffen werden (Theorie 
d. Kegelsch. S. 67;. 

Construiren wir auf jeder Dreiecksseite zu den beiden Eckpunkten und 
dem Schnittpunkt mit der Geraden G, den dem letzteren zugeordneten vierten 
harmonischen Punkt, und nennen wir diese drei Punkte o, b x c,, so dass 
also {bt$^i) — —1 1 («Wt*0 = -1, [aba l c l ) = -\ wird, so schneiden sich die 
drei Verbindungslinien ao t , bb n cc, in einem Punkte S. (Theorie d. Kegel- 
schnitte,^. 72). 

Denken wir uns um das Dreieck abc einen Kegelschnitt M w be- 
schrieben, welcher das auf G gegebene Punktsystem zu seinem zugehörigen 
hat (Theorie d. Kegelsch. S. 143) [d. h. je zwei conjugirte Punkte des Punkt- 
systems sind zugleich conjugirt in Bezug auf den Kegelschnitt], so wird die 
Polare von «, durch o, gehen und offenbar auch durch a, , also a,a, sein ; da 
nun die drei Punkte *, s t s } auf der Geraden G liegen, so schneiden sich die 
drei Verbindungslinien o,a,, 6,a 2 , r,^ in einem Punkte M, dem Pol der Geraden 
G in Bezug auf den Kegelschnitt M v \ welcher durch die angegebenen Be- 
stimmungsslückc vollständig und eindeutig bestimmt ist. 

Die harmonischen Beziehungen: 

[bes^i) = — 1 , (caSib,) = — 1 
ergeben die Gleichheit der Doppelverhältnisse: 

(ebs^,) = (ca*,©,) 

*) Der Leser wird gebeten, die Figur der Beschreibung nach sich selbst zu ent- 
werten. 

Journal für Malhenutik Bd. LXVIII. Heft 3. 27 
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und hieraus folgt, dass ab, a,6, und s l s 1 sich in einem Punkte * 3 treffen; es 
liegen also: 

0j b, *, 
b t c, s, 

c, a, * 2 

in je einer Geraden, oder c ( * 3 sind die drei Paar Gegenecken 

eines vollständigen Vicrseits, welches zu Diagonalen die Seiten des ursprüng- 
lichen Dreiecks hat. 

Da die Verbindungslinie »,#, mit o t a t identisch ist, also auch «6, a, 6,. 
sich in einem Punkte * 3 treffen, so liegen die beiden Dreiecke aa t a, und 
W V i in Bezug auf diesen Punkt perspeclivisch; die Schnittpunkte correspon- 
dirender Seiten liegen mithin auf einer Geraden (Theorie d. Kegelsch. S. 26), 
d. h. die Punkte: 

(Mi, bb,) = S, [aa l , 6«,) = II, (o, o x , 6, a t ) = M. 
Die drei Punkte S II M liegen auf einer Geraden. Da b c a, «, vier harmonische 
Punkte sind, so sind auch a[cba t s { ] vier harmonische Strahlen, die b t c t wieder 
in vier harmonischen Punkten treffen; bezeichnen wir also die Schnittpunkte: 
(MiiU) ss «im (Hm c»«i) = 6,i, (cCi,fliA,) =e„, 

so sind: 

b, Ci « u *, 

c, a, 6 n *j 
a, b t c„ «j 

je vier harmonische Punkte, und zwar die beiden ersten und die beiden 
letzten je zwei zugeordnete; die Seilen des Dreiecks «Ac, werden nun von der 
Geraden G in den Punkten *, *. » 3 geschnitten, deren zugeordnete vierte harmo- 
nische Punkte auf jeder Dreiecksseile a, l b ll c n sind; folglich schneiden sich nach 
dem oben Bewiesenen auch a n o,, b„a 2 , c tl o s in einem Punkte 0, der für das 
Dreieck a i b l c l dieselbe Beziehung zur Geraden G hat, wie der Punkt M für 
das Dreieck abc, d. h. der Punkt ü ist der Pol der Geraden G in Bezug 
auf einen Kegelschnitt 0°\ welcher dem Dreieck a t b l c l umschrieben ist und 
das auf G gegebene Punktsystem (*, o) zu seinem zugehörigen hat; der hier- 
durch eindeutig bestimmte Kegelschnitt 0 0) hat also mit AI l>) eine (reelle oder 
ideelle) gemeinschaftliche Secante G, weil beiden dasselbe Punktsystem auf G 
zugehört. 

Wir sehen nun leicht, dass der Punkt H für das Dreieck abc die- 
selbe Bedeutung hat (d. h. auf dieselbe Weise construirt ist) wie der Punkt 
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M für das Dreieck a,6,c, , (lass ferner S für beide Dreiecke gleiche Bedeutung 
hat, und endlich für das Dreieck ahc dasjenige ist. was 0 für das Dreieck 
<t , b r, ; da nach dem Obigen // S M in einer Geraden liegen, so müssen auch 
M S O in einer Geraden liegen und zwar in derselben, weil zwei Punkte ge- 
meinschaftlich sind, also die rier Punkte II S M 0 liegen auf einer und derselben 
(it'raden. Die Lage dieser vier Punkte zu einander erkennen wir aus der 
Betrachtung des vollständigen Vierecks Ar&.c,. dessen Diagonalpunktc a S s, 
sind: aus der harmonischen Eigenschaft desselben folgt nämlich, dass a S «, o,, 
vier harmonische Funkle sind und zwar a und S zugeordnete, a, und a„ zu- 
geordnete: die von o, durch diese Punkte gehenden Strahlen sind mithin auch 
harmonisch und trefTen die Gerade IIS wieder in vier harmonischen Punkten, 
folglich ist: 

(Sil MO) = -1, 

d. h. die vier Punkte S II 31 0 liegen harmonisch und zwar sind S und II zu- 
geordnete, Jf und 0 zugeordnete harmonische Punkte, 

Die Operation, welche uns von dem Dreiecke abc zum Dreicke a,6,c, 
und von diesem zum Dreiecke a lt b lx e n führte, kann nun fortgesetzt werden, 
und wir gelangen dadurch vom Punkte H zu M, von M zu O, von 0 zu 
einem neuen Punkte 0' u. s. f. zu ()"()'"... einer bis ins Unendliche ver- 
laufenden Reihe von Punkten, die sfimmllich auf derselben Geraden HS liegen 
und in ihrer Aufeinanderfolge einem gewissen Gesetze unterworfen sind: es 
entsteht die Frage, ob der Punkt 0 (m) , wenn wir die Operation bis in's Unend- 
liche fortgesetzt denken, einer bestimmten Grcnzlage sich nähert; die Construction 
der Punkte 0 0' 0" . . . liefert die harmonischen Beziehungen: 

(SHMO) = -1, 
(SMOO) = -1, 
[SOO'O") = -1, 
(SO'0"0'") = -1. 



und es lässt sich aus diesen Gleichungen der Werth des Doppelverhältnisses 
(SHMO 1 '"} = e. ganz allgemein ermitteln und daraus die Grenzlage von 0 (,,) 
finden. Bezeichnen wir nämlich [SHMO 1 -'*) mit t>„_,, so haben wir, wenn wir 
die erste der vorigen Gleichungen fortlassen, aus denselben Beziehungen: 

{SMOO') = . 

Da nun (S JäTifO) = - 1, also (SM HO) = 2 und ferner allgemein: 

27 • 
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(abcd).(abde).(abec) = 1*), 

so folgt 

- nb 

und 

(S//J/0') = t>„ = l-2c_ 1 . 
Diese Relation zwischen zwei einander folgenden Werthen : 

e. = l-2e_, 

giebt, da c„ = — 1 ist, sämmtlich Werthe der Reihe «„c,r 2 ... nnd den all- 
gemeinen Werth: 

„ _ t - (- 2)- +- 

dessen Grenzwerlh für ein unendlich gross werdendes n der Werth + oc ist : 
wenn aber das Doppelverhöltniss: 

(Sil MO*) = ±oo 

ist, so muss 0 X mit S zusammenfallen; der Punkt S ist also die Grentlaye, 
welcher sich die Reihe der Punkte 0 0' 0" . . . immer mehr nähert. 

Anmerkung. Wenn die gegebene Gerade G die unendlich -entfernte 
Gerade G x ist und das auf ihr befindliche Punktsystem (*, a) durch sämmtliche 
Paare zu einander rechtwinkliger Richtungen fixirt wird, also zu Asymptoten- 
punkten die beiden unendlich -entfernten imaginären Kreispunkte hat (Theorie 
d. Kegelsch. S. 203), so wird // der Hohenpuukt, S der Schwerpunkt, M der 
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises für das Dreieck abc, 0 der Mittelpunkt 
desjenigen Kreises, welcher durch die Mitten der Seiten des Dreiecks abc 
geht; die Kegelschnitte M m und 0 (J) werden diese Kreise selbst, und die oben 
ausgesprochenen Beziehungen geben in die bekannten elementaren Eigenschaften 
jener sogenannten merkwürdigen Punkte des Dreiecks über. Es ist leicht 
ersichtlich, wie die Ergebnisse der weiter folgenden Untersuchung sich in 
dem besonderen Fall modificiren. 

2. Der Kegelschnitt O m hat den Punkt O und die Gerade G zum 
Pol und zur Polare, sowie das auf G gegebene Punktsystem (*, o) zum zu- 
gehörigen, folglich ist Ooy oder a tl o, die Polare von *, in Bezug auf den 
Kegelschnitt 0 (7) ; die Gerade 6c trifTt den Kegelschnitt 0 (5) ausser in o, noch 
in einem zweiten Punkte, welcher der vierte harmonische dem a t zugeordnete 

») Möbius, der barycentrische Calcnl, 8. 860. 
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isl, während » t und (flnfi, bc) das andere Paar zugeordneter Punkte sind. 
Dieser vierte harmonische Punkt ist leicht zu ermitteln; da nämlich «, [a6c,*,| 
vier harmonische Sirahlen sind, so treffen sie cta, in vier harmonischen Punkten, 
von denen a und a, zugeordnete. a n und der Schnittpunkt aa, . s .«,. : zu- 
geordnete sind; werden diese von a t auf bc projicirt, so erhallen wir vier 
neue harmonische Punkte (tw,, 6c) und a A . {a n a^bc) und #,; folglich ist der 
Schnittpunkt (a<r,,6cj jener gesuchte vierte harmonische Punkt, durch welchen 
der Kegelschnitt O m gehen muss; bezeichnen wir daher: 

{aa, , bc) = a, (b(Jj , c«) = ft, (co, , ab) = y s 
so folgt : Die sechs Punkte a, A, r, « /9 y lieget! auf demselben Kegelschnitt O i7) , 
welcher das auf G gegebene Punktsystem (#, o) 2» seinem zugehörigen hat. 

Dieser Satz lässt sich auch so umkehren: Ein Kegelschnitt, welcher 
durch die drei Punkte o, /? y geht und das Punktsystem (*, a) auf G zu seinem 
zugehörigen hol, muss auch durch b, und r, gehen. Fassen wir nun das 
Dreieck bell auf an Stelle des ursprünglichen bca, so ist zunächst o, der 
vierte harmonische, dem «, zugeordnete Punkt auf bc; ferner trifft bll die 
Gerade G in rr 2 , dessen conjugirter im Punktsystem (s,a) der Punkt s? ist, 
also der Schnittpunkt (bll, es,) oder (6o 2 , ca) oder (i hat für das Dreieck 
bcH gleiche Bedeutung, wie für das Dreieck bca; dasselhe {jilt vom Punkte 
n = [eil, bs s ) = (cfj 3 , 6a). Hieraus folgt, dass der alle Kegelschnitt 0 O) nunmehr 
auch durch zwei neue Punkte gehen muss, deren einer der vierte harmonische 
auf bll, dem a 7 zugeordnete, der andere auf cH, dem a 3 zugeordnete ist; 
bezeichnen wir diese neuen Punkte, für welche die Beziehungen gelten: 

(//afTjff,) — — 1 , (IIbo 2 ß t ) = — 1 , (Hca 3 y,) = — 1 , 
durch «, {i l y l , so wissen wir, dass der Kegelschnitt 0 V) auch durch die Punkte 
°i ßi '/\ gehen muss. Dies Kesullat lässt sich auch elwas anders aussprechen: 

Die t>ier Punkte a b s H bilden ein tollständiges Viereck, dessen drei 
Seilenpaare von der Transtersale G in drei Punktepaaren eines Punktsystems 
{», o) getroffen werden ; constntirt man zu jedem dieser sechs Schnittpunkte 
den zugeordneten vierten harmonischen Punkt auf je einer Seite, deren Ecken- 
paar ebenfalls zugeordnet ist, so erhalt man sechs Punkte a, 6, c, «, ß, y, , die 
auf einem Kegelschnitte O m liegen, der das auf G befindliche Punktsystem 
{s, a) zu seinem zugehörigen hat und auch durch die drei Diagonalpunkte a ji y 
des vollständigen, Vierecks abcfl hindurchgeht. Dieser Kegelschnitt ist der 
Polar- Kegelschnitt der Geraden G in Bezug auf ein Kegelschnillbuschel mit 
den vier Grundpunkten a b c H. (Theorie d. Kegelsch. S. 314.) 
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Die beiden Kegelschnitte M (2) und 0 {}) haben der Construclion zufolge 
die Gerade G zur (reellen oder ideellen) gemeinschafllichen Sekante, mithin 
nothwendig noch eine zweite gemeinschaftliche Sekante, die aus dem übrigen 
Tlieil des Linienpaares besteht, welches mit den beiden Kegelschnitten Jf ro 
und 0 m demselben Kegelschniltbüsrhel angehört. Die characlcristische Eigen- 
schaft des Kegelschnitlbüschels, jede Transversale in einem Punktsystem zu 
treffen (Theorie d. Kegelsch. S. 236). gewährt ein leichtes Mittel, jene zweite 
gemeinschaftliche Sekante zu construiren. Nehmen wir die Punkte h c und 
a, o als zwei Paare conjugirlcr Punkte eines Punktsystems an, welches dadurch 
bestimmt wird, und suchen zu s, den conjugirlen Punkt r,, so dass also: 

{bca,s t ) = (cbrrr,) 

wird, so muss die gesuchte Gerade durch r, gehen ; nun ist aber (/>ea,* J ) = — 1, 
also auch (efrarj) — — 1, d.h. r, der vierte harmonische dem Punkte o zu- 
geordnete Punkt, während bc das andere Paar zugeordneter Punkte ist. Aus 
der harmonischen Eigenschaft des vollständigen Vierecks betfy ergiebt sich 
ferner, dass der Schnittpunkt {bc,ßy) jener vierte harmonische Punkt r, sein 
muss: bezeichnen wir daher die Schnittpunkte: 

[bc, ßy) = r, , (ca, yn) = r t , (ab, nß] ^ r, , 
so folgt : Die drei Punkte r, r, r, liegen auf einer Geraden I ', welche für die 
beiden Kegelschnitte ;)/' ' und O v) eine (zweite) gemeinschaftliche Sekante ist. 

Der Schnittpunkt (G. /') des eben betrachteten Linienpaars ist ein Eck- 
punkt des gemeinschafllichen Tripels der beiden Kegelschnitte M V) und 0 <:) ; 
seine Polare ist also für beide Kegelschnitte dieselbe Gerade und geht sowohl 
durch den Pol der Geraden G in Bezug auf den einen, als auch in Bezug 
auf den audern Kegelschnitt, d.h. durch die Punkte .V und O; der Schnitt- 
punkt [G, / j und die Gerade, auf welcher die Punkte H S M 0 liegen, sind 
Pol und Polare in Bezug auf beide Kegelschnitte M m und 0"> gleichzeitig; 
sie gehören also dem gemeinschaftlichen Tripel beider Kegelschnitte an. 

3. Der Punkt // steht in einer eigentümlichen Beziehung zu den 
beiden Kegelschnitten M {1) und 0 V) . Von dem auf 0 ( " befindlichen Punkte o 
gehen mimlich zwei Strahlen nach zwei conjugirlen Punkten s, und a, in Be- 
zug auf den Kegelschnitt 0 V) und Gr«,, na, treffen 0 ( ' } zum andern Male in 
a, und f?, ; die Sehne a,«, muss daher durch den Pol 0 der Verbindungslinie s,o, 
(oder G) hindurchgehen (Theorie d. Kegelsch. S. 153), oder die drei Punkte a, rt, 0 
liegen in einer Geraden, welche G im vierten harmonischen zu 0 zugeordneten 
Punkte trifft. Diese vier harmonischen Punkte von o, auf die Gerade MHO 
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projicirt geben wieder vier harmonische Punkte, nämlich M HO und den Schnitt- 
punkt mit G; da auch a II a, a, vier harmonische Punkte sind, so folgt aus 
der Gleichheit der Doppelverhaltnisse und dem Zusammenfallen entsprechender 
Punkte in H, die perspeclivische Lage, d. h. i/o, Oa t und G schneiden »ich 
in einem Punkte. Ferner Irenen die von a, nach den vier harmonischen 
Punkten S II M O gehenden Strahlen die Gerade Ma in vier neuen harmonischen 
Punkten, nämlich: a (ajl, aM) Jf und (G,aM}\ die beiden letzleren sind 
conjugirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt M a) , auf welchem « liegt, 
folglich Hegt auch der Schniltpunkt (/To, , i/o) auf dem Kegelschnitt M {:) : be- 
zeichnen wir diesen für den Augenblick mit 

a = (üb, , J/o), 

so wissen wir nach dem Vorigen, dass Ma (oder cm), Oo t (oder o,«,) und G 
(oder xi, irgend ein Paar conjugirter Punkle des auf G gegebenen Punkt- 
systems) sich in einem Punkle treffen; die beiden Dreiecke: 

aa t T und aa lt ; 
liegen also perspectivisch, folglich die Schnittpunkte: 

(ax, a£) («ji, 0,5) // 
auf einer Geraden; der erste Punkt gehört dem Kegelschnitt M 0) an, weil aa 
durch den Pol x$ gehl, der zweite dem Kegelschnitt O m , %ell o,«, durch 
den Pol von j»' geht; da nun nach dem Früheren die Punkte // a a, a, har- 
monisch liegen, so müssen sie von j* auf die zuletzt erhaltene Gerade projicirl 
wiederum vier harmonische Punkte liefern, also sind // (o*, a$) (a,x,a t i) 
und der Schnitlpunkt mit G vier harmonische Punkle ; dies lässt sich folgender- 
maassen als Satz aussprechen: 

Jeder Verbindungutrahl cun II mit irgend einem Punkte des Kegel- 
schnitts ;lf (,) trifft die Gerade G in einem solchen Punkte, dass der ihm zu- 
geordnete eierte harmonische Punkt, wahrend die ersteren beiden ebenfalls 
zugeordnet sind, allemal auf dem Kegelschnitte 0 V) liegt. 

Hieraus ergiebt sich eine weitere Eigenschaft des Punktes //. Wir 
verbinden H mit irgend einem Punkte m des Kegelschnitts M {1) , nennen den 
Schniltpunkt von Hm und G den Punkt m und den vierten harmonischen u, 
so dass: (//»um) = -1 ist; der Slrahl Hm trifft nun den Kegelschnitt M m 
noch in einem zweiten Punkte m, und der durch die Bedingung: 

(Hm'u'm) = -1 

bestimmte Punkt /*' liegt ebenso wie u auf dem Kegelschnitt O™. Denken 
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wir uns einen zweiten Strahl durch U gezogen, Un und bestimmen die ana- 
logen Punkte u v «' v , d. h. • 

(tf«vn) = -l, [lln'y'n) = -1, 
so haben wir die zwei Vierecke: mm'un, dem Kegelschnitt Jf*'> uud ««Vi'', 
dem Kegelschnitt einbeschrieben ; diese beiden V ierecke haben einen Dia- 
tronalpunkt H gemeinschaftlich und das durch // gehende Seitenpaar. Aus 
der harmonischen Lage folgt, dass 

mn ftw mn sich in einem Punkte schneiden 

ntri vit mn - - - 

mV jr*V mn - - - 

nm v'ii mn - - 

und hieraus wieder, dass die beiden Dreiecke, deren correspondirende Ecken sind 

m n (mn', um ) 

und 

u v ijn', 17*'), 

die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf der Geraden G haben, also per- 
sspectivisch liegen müssen, d. h. da der Schnittpunkt [m,u, nv) H ist, die Punkte: 

H (mn', nm') (ftv', vfi') 
müssen auf einer Geraden liegen und aus demselben Grunde auch die Punkte: 

im \intt, m n ) (.'"', v ;. 
Dies zeigt aber, dass die beiden Vierecke mum'ri und uvuv nicht blos das 
in H sich kreuzende Seilenpaar, sondern auch das in // sich kreuzende Dia- 
gonalenpaar gemeinschaftlich haben, und da bei einem dem Kegelschnitt ein- 
beschriebenen Viereck das Diagonaldreieck allemal ein Tripel conjugirter Punkte 
ist (Theorie d. Kegelsch. S. 152). so sind die beiden in H sich kreuzeuden 
Diagonalen ein Paar conjugirle Strahlen in Bezug auf beide Kegelschnitte M m 
und f/ 3) zugleich; dieselbe Betrachtung für zwei beliebige andere durch H 
gehende Strahlen angestellt zeigt, dass überhaupt dem Punkte II in Bezug auf 
beide Kegelschnitte M u) und ü u) ein und dasselbe Strahlsystem zugehört, oder 
falls dieses hyperbolisch ist, dass der Punkt II der Schnittpunkt zweier ge- 
meinschaftlichen Tangenten der Kegelschnitte AT 1 ' und () (1> ist. 

4. Der Punkt S hat eine ahnliche Beziehung zu den beiden Kegel- 
schnitten Af t2j und 0 V) , wie der Punkt //. Fassen wir nämlich das in (2.) 
gefundene Resultat etwas anders auf, so können wir es folgendermaassen aus- 
drücken: Ist einem Dreiecke abc ein Kegelschnitt M 0) umschrieben und trifft 
eine beliebige Grade G in der Ebene die Dreiecksseilen in den Punkten *, *j 
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deren zugeordnete vierte harmonische Punkte auf den Dreiecksseiten o, 6, c, 
sind; legt man endlich durch a, b, c, einen Kegelschnitt 0 (3> , der das auf G 
heflndlicbe, dem Kegelschnitt M 0) zugehörige Punktsystem auch zu seinem zu- 
gehörigen hat, so trifft dieser hiedurch völlig bestimmte Kegelschnitt O in die 
Seiten des Dreiecks abc in drei neuen Punkten a ß y der Art. dass aabfl cy sich 
in einem Punkte U schneiden und der Geraden G in drei Punkten o, o, o s be- 
gegnen, die conjugirt sind den Punkten «, .v « } in demjenigen Punktsystem, 
welches beiden Kegelschnitten ,1/ und 0 gemeinschaftlich auf der Geraden 
G zugehört. Setzen wir nunmehr die in (2.) ermittelte andere gemeinschaft- 
liche Sekante 1' der beiden Kegelschnitte il i7) and 0 {,) an Stelle der vorigen 
G, so haben wir wiederum den dem Dreiecke abc umschriebenen Kegelschnitt 
M°\ die Gerade /", welche den Dreiecksseiten in den Punkten r, r, r, be- 
gegnet und die vierten harmonischen Punkte a ß y auf diesen Dreiecksseiten; 
der durch et (i y gelegte Kegelschnitt, welcher das auf J' dem Kegelschnitt 
M {1) zugehörige Punktsystem zugleich zu seinem zugehörigen hat, ist identisch 
mit dem früheren Kegelschnitte 0 (,) ; er trifft die Dreiecksseiten zum andern 
Male in den Punkten a, 6, c, der Art, dass aa, bb t cc, sich in einem Punkte 
.S schneiden und der Geraden /' in drei neuen Punkten p, (>, n, begegnen, 
die conjugirt sind den Punkten r, r, r 3 in demjenigen Punktsystem, welches 
beiden Kegelschnitten ,)/'•' und 0 <7) gemeinschafüich auf der Geraden J' zu- 
gehört. Hiernach haben wir folgenden Satz: 

Die vier Funkle a b c S bilden ein tollständiges Viereck, dessen drei 
Seilenpaare der Geraden /' in drei Punktepaaren desjenigen Punktsystems 
begegnen, welches beiden Kegelschnitten M 0) und 0 (,) gleichseitig zugehört. 

Die Gerade V und der Punkt S stehen also in derselben "Beziehung 
zu einander, wie die Gerade G und der Punkt H. Hieraus können wir sofort 
folgende weiteren Schlüsse ziehen: 

Construiren wir auf den Strahlen Sa, Sb, Sc die zu den Punkten 
(>i Pj Cj xugeordneten vierten harmonischen Punkte a h c, so dass: 
(Sa«,,«) = - 1 , (Sbo 7 b) = - 1 , {Sco>c) = - 1 

ist, so liegen die drei neuen Punkte a b c ebenfalls auf dem Kegelschnitte 0°*. 

Wir können sodann ohne Beweis die oben gefundenen Eigenschaften, 
welche sich auf die Gerade G mit ihrem Punktsystem (», o) und den Punkt H 
beziehen, übertragen in neue Eigenschaften, welche sich auf die Gerade 1 
mit ihrem Punktsystem (r, (>) und den Punkt S beziehen; nfirolieb: 

Jonrn.1 für M.ihematk Bd. LXV1II. H«ft 8. 28 



218 Schröter, Erweiterung einiger bekannten Eigenschaften de» ebenen Dreiecks. 

Es liegen folgende je drei Punkte in einer Geraden: 
bcr,; car,; afcr 3 ; 
ßyrr, yar 2 \ aßr s ; 

ßtQi\ «fcpi; 

yBd; «cp 2 ; ßa<Js. 
Die drei Verbindungsstrahlen op, ßo, yp s schneiden sich in einem Punkte H, 
dem Pol der Geraden V in Bezug auf den Kegelschnitt M m . 

Die drei Verbindungsstrahlen aa, ßb, yc schneiden sich in einem Punkte 
42, dem Pol der Geraden /' in Bezug auf den Kegelschnitt Ö (J) . 

Die Punkte M «nrf £2 liegen auf der Geraden HS und bilden mit zu- 
diesen vier harmonische Punkte, indem die beiden ersten und die beiden letzten 

{SIIUS2) = -1. 

Der Kegelschnitt 0 (2) ist der Polarkegelschnitt der Geraden 1' in Bezug 
auf ein Kegelschnittbüschel mit den vier Grundpunkten a b c S. 

Jeder Verbindungsstrahl ton S mit irgend einem Punkte des Kegel- 
schnitts M l,) trifft die Gerade /' in einem solchen Punkte, dass der ihm zu- 
geordnete eierte harmonische Punkt, während die beiden ersteren ebenfalls 
zugeordnet sind, allemal auf dem Kegelschnitte 0 (i) liegt. 

Dem Punkte S gehört in Bezug auf beide Kegelschnitte M*> und 0"' 
ein und dasselbe Strahlsystem zu; ist dies hyperbolisch, so ist S der Schnitt- 
punkt zweier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kegelschnitte. 

5. Die beiden Dreiecke o,6,c, und aßy, welche dem gegebenen abc 
einbeschrieben sind (und auch dem Kegelschnitte 0 ), bieten noch einige 
besondere Eigenschaften dar, die hinzugefügt werden mögen. 

Aus den harmonischen Beziehungen: 

(6c*,a,) = — 1 und (6cr,a) = — 1 
folgt, dass sowohl die drei Punktepaare: 

6, c a,,a r,,*, 
einem Punktsysteme angehören, als auch die vier Punktepaare: 

b,b c,c a n s, a,r t 
einem zweiten Punktsysteme, dessen Doppelpunkte b und e sind; aus der in 
sich projectivischen Eigenschaft, jedes Punktsystems folgt nun die Gleichheit 
der Doppelverhallnisse : 

(a&r,«,) = (a.ctjr.) = («,ca,o) = (aajC«,). 
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Wir haben also folgende Gleichheit: 

(a6r,« ) ) = (aa,e» l ). 
Denken wir uns die letzten vier Punkte von s 2 auf ay projicirl, so 
erhalten wir vier neue Punkte: 

a (aic,,«y) (oc,«y) (Mii«r)i 

die mit 

«6 r, a, 

projectivisch sind und perspectivisch liegen; hieraus folgt, dass die drei Punkte 

b (o,c,,«y) und (r,r 7 , *,*.,) 
in gerader Linie liegen. Bezeichnen wir den Schnittpunkt: 

(g, n = o 

und die drei Punkte: 

(hei , ßy) = «» (c.ai , ytt) = «, (0,0, = 
so liegen nach dem Vorigen: 

a «j o 

b u, o 

C Öj o 

in je einer Geraden. Bezeichnen wir noch die Schnittpunkte: 
(b,y,c,ß) = t> l (c.cr, 0,/)=©, (a,/9, &,«) = «,, 
so bilden immer drei Punkte: 

« 

o «, e, 

fr 1*2 «| 

C «] V) 

je ein Tripel conjugirtcr Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt O*^, weil sie 
die Diagonalpunkle eines demselben einbeschriebenen vollständigen Vierecks 
sind, und da aw, durch o geht, so muss c, auf der Polare von o liegen, d. h. 
auf der Geraden SU, also: 

Die drei Punkte t>, 0, t> 3 liegen auf der Geraden SH. 

Sodann folgt aus dem Pascalschcn Satze, weil die sechs Punkte 
a, 6, c, a ß y auf dem Kegelschnitte 0 P) liegen, dass 

«l *h *J 
u, «, e, 

«j «, 

in je einer Geraden liegen. Die drei Punktepaare «,r, u } v 3 bilden alto 
die drei Paar Geaenecken eines tsolhtändiaen Yieraeit» 

28» 
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Aus der Gleichheit der Doppel Verhältnisse: 

(6c«,«,) = (6cr,a) 
folgt die Projeclivitat der Strahlböschel : 

c^bcs^] - "/[bcrtct], 
und da c x yb in derselben Geraden liegen, die perspectivische Lage der beiden 
Strahlbüschel, also liegen 

c (C|*„y0) («,«„?«) 

oder 

c M, M; 

in einer Geraden, woraus denn folgt, dass je vier Punkte: 

a U} Mj c, 
6 w 3 «, r 2 

C II, tf> t?j 

m einer Geraden liegen. 

Da nun ce, identisch ist mit «,«. und die Polare von «,, ebenso 
die Polare von u x und u t u s die Polare von so bilden die Punkte u, », w 3 
ein Tripel conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt O iV . 

Aus dem Umstände, dass u, u> zwei conjugirte Punkte in Bezug auf 
den Kegelschnitt 0 (,) sind und a u , . denselben resp. in c, und 6, treffen, 
folgt, dass auch b,u 2 und c,w 3 sich in einem Punkte dieses Kegelschnitts be- 
gegnen (Theorie d. Kegelsch. S. 154); durch denselben geht gleicherweise 
»,«,, also: 

Die drei Verbindungslinien a,«,, 6 4 «,, c,n, /re/fe» «cA in einem Punkte? 
des Kegelschnitts 0 (J) . 

Auf ganz dieselbe Weise geht hervor, dass die drei Verbindungs- 
linien ö«, , flu, , yu s sich in einem Punkte Q des Kegelschnitts 0 0) treffen. 

Fassen wir das dem Kegelschnitt 0 (1) einbeschriebene Viereck a,aPQ 
in's Auge, so ist ein Diagonalpunkt desselben ti,; seine Polare um, geht also 
durch ■VO.hr. oder der Punkt u_u,.bc) liegt mit P und Q auf derselben 
Geraden; gleicherweise auch (t^u^ca) und • . nh . d. h. die drei Schnitt- 
punkte: 

faßh > bc) («,«, , cd) (•»,«, , ab) 
liegen auf einer Geraden mit den Punkten P und Q. 

Aehnliche Betrachtungen, wie sie hier an die beiden Dreiecke a,6,c, 
und nfly angeknüpft sind, lassen sich auch für andere Dreieckspaare anstellen, 
die ebenso aus einem der Dreiecke bcH, caH, abH oder bcS, caS, abS her- 
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vorgehen, wie die betrachteten aus dem ursprünglichen Dreiecke abc. Wir 
gehen nicht weiter hierauf ein. 

6. Ist das Dreieck abc und auf der Geraden G das Punktsystem («, a) 
gegeben, so kann nach Kegelschnitten gefragt werden, welche die Seiten des 
Dreiecks berühren und das Punktsystem (*, a) zu ihrem zugehörigen haben. 
Sei m der Pol der Geraden G in Bezug auf einen solchen Kegelschnitt und 
treffe am die Gerade G in x, dessen conjugirter Punkt § im gegebenen Punkt- 
system (*, o) sei, dann mflsste $ der Pol von amx sein, also ax und as con- 
jugirte Strahlen in Bezug auf den gesuchten Kegelschnitt; da nun ab und ac 
Tangenten desselben sein sollen, so kennen wir das (hyperbolische) Strahl- 
system, welches dem Punkte a in Bezug auf den gesuchten Kegelschnitt zu- 
gehört, und haben in diesem ein Paar conjugirte Strahlen zu ermitteln, die 
zugleich durch ein Paar conjugirte Punkte des gegebenen Punktsystems {«, a) 
hindurchgehen. Wir haben ulso das gemeinschaftliche Paar conjugirter Strahlen 
zweier in a concenlrischer Strahlsysteme aufzusuchen, deren erstes ab und ac 
zu Asymptoten hat und deren zweites mit dem gegebenen Punktsystem («, o) 
perspeclivisch liegt, eine Aufgabe, deren Lösung bekannt ist. (Theorie d. 
Kegelsch. S. 59 und S. 163.) Ist dieses Slrahlenpaar gefunden, so muss m 
auf einer der beiden Geraden liegen. Ermitteln wir zweitens das gemeinschaft- 
liche Paar conjugirter Strahlen, welches zwei concentrischen Strahlsyslemen 
angehört, deren eines die Asymptoten bc und ba hat, während das andere 
in b perspeclivisch liegt mit dem gegebenen Punktsystem (t,o). so gilt von 
diesem Strahlenpaare dasselbe, wie von dem vorigen. Die beiden gefundenen 
Strablenpaare schneiden sich nun im Allgemeinen in vier Punkten m m m" m", 
deren jeder als Pol der Geraden G in Bezug auf einen Kegelschnitt angesehen 
werden darr, welcher die Dreiecksseiten berührt und das Punktsystem (*, a) 
zu seinem zugehörigen hat; denn umgekehrt muss ein Kegelschnitt, welcher 
m und G zu Pol und Polare hat mit den auf ihnen befindlichen perspeclivischen 
Punkt- und Strahl- Systemen, und der ausserdem eine Dreiecksseite berührt, 
wodurch er eindeutig bestimmt ist, auch die beiden andern Dreiecksseiten 
berühren. Hieraus folgt, dass auch die beiden Strahlen, welche durch die 
dritte Ecke c des Dreiecks gehen und das gemeinschaftliche Paar conjugirter 
Strahlen zweier Sirahlsysteme sind, deren eines die Geraden ca und cb zu 
Asymptoten hat, während das andere in c perspeclivisch liegt mit dem ge- 
gebenen Punklsystem (*, o), durch dieselben vier Punkte m m m" m" geben 
müssen. Es giebt also im Allgemeinen vier KegeUchnilte, welche die Seiten 
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des Dreiecks abc berühren und das gegebene Punktsystem *. a) zum zuge- 
hörigen haben. Ihre Construction oder vielmehr die der vier Punkte m m m" m" 
lösst sich mit Hülfe des umschriebenen Kegelschnitts M (1) nach der bekannten 
Construction des gemeinschaftlichen Paars conjugirler Strahlen bei zwei con- 
centrischen Sirahlsystemen (Theorie d. Kegelsch. S. 163) folgendermaassen 
ausführen: Für den Kegelschnitt M m , welcher dem Dreieck abc umschrieben 
ist und das gegebene Punktsystem (*, a) zu seinem zugehörigen hat, conslruire 
man den Pol M der Geraden G (des Trägers vom Punktsystem (*, a)) und 
die Pole p, p. />. der Dreiecksseiten bc, ca, ab, ziehe die Linien Up,, Mp . Mp ■ 
welche den Kegelschnitt M m in drei Punktepaaren 7i l n l ^ n£n», treffen, 
dann bilden die drei Sirahlenpaare: 

an\ oji'i 6rri bri? cn\ cvr,' 
die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks oder schneiden sich zu je drei in 
vier Punkten m m m" m'", welches die gesuchten sind. 

Von den letzten drei Sirahlenpaaren, welche die gesuchton gemein- 
schaftlichen Paare conjugirler Strahlen der oben angegebenen concentrischen 
Sirahlsysteme sind, muss eines immer reell sein; es können aber auch alle 
drei reell sein ; von den vier Punkten m m m" m'" sind also entweder alle vier 
oder keiner reell; das Letztere kann nur der Fall sein, wenn das gegebene 
Punktsystem (*, o) hyperbolisch ist, braucht dann aber nicht immer einzutreten. 

Aus der angegebenen Construction der Berührungskegelschnitle, welche 
einem gegebenen Dreieck einbeschrieben werden können und ein gegebenes 
Punktsystem zum zugehörigen haben, folgt beiläufig, dass für das Dreieck 
a(iy und das Punktsystem (#, o) auf G, jene vier Punkte m m' m" m"' nichts 
anderes sind, als die bekannten Punkte a b c II und anderseits, dass für das 
Dreieck 0,6,0, und das Punktsystem (r, (f) auf 1 jene vier Punkte m m m" m" 
die Punkte a b c S werden. 

7. Setzen wir den reellen Fall voraus, dass es einen Kegelschnitt T ll} 
giebt (mithin nach dem Vorigen vier Kegelschnitte), welcher die Dreiecks- 
seiten bc, ca, ab in den Punkten /, /, /, berührt und das Punktsystem ($, a) 
zum zugehörigen hat; dann schneiden sich die drei Verbindungsstrahlen oi,, 6/,, 
ef, in einem Punkte, (Theorie d. Kegelsch. S. 93) und die drei Schnittpunkte: 

(bc, t,t>) (eM,/,) («M.O 
liegen auf einer Geraden, welche die Polare des vorigen Punktes in Bezug 
auf den Kegelschnitt 7™ ist. Diese drei Punkte sind die vierten harmonischen 
den Berührungspunkten zugeordneten Punkte auf jeder Dreiecksseite, auf der 
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die beiden Ecken das andere Paar zugeordneter Punkte sind. Da die Gerade 
G die Dreiecksseiten 6c, co, ab in den Punkten s 2 »i trifft, deren zugeordnete 
vierte harmonische a, 6, c t sind, so werden auch a[bca,s L ] vier harmonische 
Strahlen, also aa, und <w, zwei conjugirte Strahlen in Bezug auf den Kegel- 
schuitt T* 1 ' sein, weil ab und ac Tangenten desselben sind. Die Polare von 
a ist M 3 , folglich bilden die drei Punkte: 

a (au, , t t < 3 ) (o*, , t{ /j) 

ein Tripel conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt T 15 '; mithin ist 
(«CuM») der Pol von a*,, liegt also auf der Polare von welche ausser- 
dem offenbar durch den Berührungspunkt /, geht und durch den Punkt ff,, 
der in dem gegebenen Punktsystem zu *, conjugirt ist; bezeichnen wir nun- 
mehr die Schnittpunkte: 

(<»,,<,<,) = »,, (66|,fj<i)~wa, (ccj,M 3 ) = »i, 

(Mi i 'j) — «n (6 « 2 , h t t ) = ®, , («, = a>, , 

so liegen 

/, », ff, auf der Polare von «, 

Wl a t - - - - «, 

t, W} ff, - - - - *, 

a Wi 0, bilden ein Tripel conj. Punkte 
b w, G) 2 - - - - - 
C IPj ©j - - - - - . 

Da nun die drei Punkte *, a 2 » s auf der Geraden G liegen, so schneiden 
sich die drei Verbindungslinien /^r,, /.m> m in einem Punkte, dem Pol der 
Geraden G in Bezug auf den Kegelschnitt T (1) , und weil auch mp (1 ühpj, cipj, 
sich in einem Punkte S treffen, so müssen die Punkte 0, fi>i 0, m einer Geraden 
Hegen, der Polare des Punktes S in Bezug auf den Kegelschnitt 7™. Hieraus 
ergiebt sich weiter, indem auf den Seiten des Dreiecks /,/ 2 'j zu den in einer 
Geraden liegenden Punkten fl>, fi>, 0> s die zugeordneten vierten harmonischen 
Wi », v s sind, dass aach 

tc, u> 2 B s 
u>, a?j ß>, 

IT 3 IP, Ö), 

m je einer Geraden liegen. Endlich müssen, weil die drei Geraden Mj, oa t 
und /,ff| sich in einem Punkte tr, treffen, ihre Pole auf einer Geraden liegen. 
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also es finden sich je drei Punkte: 

a w, s, 

b a> } 

C ÖJj *j 

in einer Geraden. Bezeichnen wir die Schnittpunkte der drei Berübrungs- 
9ehnen tj t , mit der Geraden G durch t, r t t,, so sind olTenbar a und 
r n 6 und t,, c und je zwei conjugirte Punkte in Bezug auf den Kegel- 
schnitt T 0) , und wir können nach dem //««eschen Satze (Theorie d. Kegelsch. 
S. 157) aus zwei Paaren conjugirler Punkte allemal ein drittes Paar ableiten: 
da nämlich b und t,, c und t 3 conjugirte Punkte sind, so müssen auch: 

(6r,,cTj) und {bc, t, 7,) 
conjugirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt 7' ,J| sein; der letzte Punkt 
ist aber nichts anderes, als folglich liegt der erstere auf der Polare von 
d. h. auf der Geraden f,tp,: bezeichnen wir nunmehr die drei neuen 
Schnittpunkte : 

(6r,,cr,) = x, (cTg , oTj) — y f [at^bt,) =*•», 

90 haben wir: 

/, IT, x 
h uj t y 

in je einer Geraden, und diese drei Geraden schneiden sich in dem Pol von 
G in Bezug auf den Kegelschnitt T n . 

Die Lage der drei neuen Punkte x y ■ zu den früheren tritt noch deut- 
licher hervor, wenn wir bemerken, dass die vier Strahlen t l [t i t i 'r x a'\ mit den 
vier Strahlen «[Mj'iM perspectivisch liegen, und dass die ersleren identisch 
sind mit /|[tjT,t,o], die letzleren mit «[c/> /,/,]; die ersteren bestimmen nun 
auf G vier Punkte und die letzleren auf bc, die projectiviscb zu einander 
sein müssen, folglich sind auch die Strahlbüschel projectivisch : 

afT-j^r,/,] = Tl [cbat t l 
und da sie in der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte ar, zwei zusammen- 
fallende entsprechende Strahlen haben, so liegen sie perspectivisch, d. h. 

(or„ er,) --= y, (or,, 6r,) = a und /, 
liegen in einer Geraden; wir sehen also, dass 

V * ^ 

• x tf 

x y t t 
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in je einer Geraden liegen. Es sind ferner /, [abt i t i '\ vier harmonische Strahlen, 
die G in vier harmonischen Punkten treffen; verbinden wir dieselben mit «, 
so erhalten wir also wieder vier harmonische Strahlen «[/,«, r 2 T,]; ander- 
seits sind auch T,[t,t,bc] harmonisch, also folgende beide Strahlbüschel pro- 
jectivisch : 

o[/.*iT 2 r,] = r^t^bc] 
und zugleich je vier harmonische Sirahlen. Da nun in diesen beiden Strahl- 
büscheln die Schnittpunkte von drei entsprechenden Strahlenpaaren, nämlich 
y 3 /, auf einer Geraden liegen, wie wir vorhin gesehen haben, so muss 
auch der vierte Schnittpunkt entsprechender Strahlen, nämlich: 

t«n*i<a) oder (<m,, 
d. h. cD, auf derselben Geraden sich befinden und es sind: 

I) Ii f I 

vier harmonische Punkte; wir können also dem früheren Resultat dies neue 
hinzufügen : 

Die Punkte: 

ff 8 *, 0, 
3 X t» fflj 

x y t s fiJ, 

liegen zu je eieren auf einer Geraden und sind harmonisch, indem allemal die 
beiden ersten und die beiden letzten einander zugeordnet sind. 
Wir haben einmal vier harmonische Punkte 

y a <i ä>i 

und anderseits auf der Geraden bc ebenfalls vier harmonische Punkte b c /, 
(bc, t t ti)\ die beiden Punktreihen sind daher projectivisch und haben in ihrem 
Schnittpunkte /, entsprechende Punkte vereinigt, folglich gehen die Verbindungs- 
strahlen by, es, Mj durch einen Punkt, also: 
Die Strahlen 

by et fei, 
es ax t}t t 
ax by t t t, 

treffen sich zu je drei in einem Punkte. 
Dies Resultat lisst sich auch anders ausdrücken ; die Punkte a b t } liegen 
nAmlich auf einer Geraden und auch die Punkte a c / auf einer Geraden; be- 
zeichnen wir daher die Schnittpunkte: 

(es, ab) = k„ {by,ac) = k 2 , 

Journal für Mathematik Bd. LXVIll. Heft 8. 29 
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so müssen die beiden Punktreihen: 

a t 7 k t c 

und 

a h b k s 

pcrspectivisch liegen, also folgende beiden projeclivisch: 

(« = (MM); 

die in diesen beiden projectivischen Funklreihen dem gemeinschaftlichen Punkte 
a entsprechenden Punkte sind t, und fc, also die Berührungspunkte eines 
Kegelschnitts, welcher ab und ac berührt und auch bc und k } k^ zwei andere 
Projeclionsslrahlen, zu Tangenten hat: dieser Kegelschnitt ist nichts anderes, 
;»ls der frühere T m ; folglich ist die Verbindungslinie /r 2 Äj eine Tangente des- 
selben; bezeichnen wir noch den dritten Punkt: 

(ox, 6c) = 

so folgt : Die drei Punkte Ar, Ar, Ar, liegen in einer Geraden, welche den Kegel- 
schnitt T ( " berührt. Diese besondere Tangente des Kegelschnitts T in hat 
nun noch eine zweite geometrische Bedeutung, zu der wir durch die nähere 
Untersuchung der Punkte k, k_ Ar, gelangen. 

8. Auf der Geraden bc haben wir zwei Mal je vier harmonische 
Punkte, nämlich 

b c 8, o, 

und 

6 c/, (/,/,, 6e), 

woraus hervorgeht, dass b und c, », und /, , o, und (Mn bc) als drei Paare 
conjugirter Punkte eines Punktsystems aufgefasst werden können und daher 
mit in, verbunden drei Paare conjugirter Strahlen eines Strahlsystems liefern: 

ic, b und »r,e, «j,*, und tc,a und fr,ö>,; 

da nun s, der Pol von «?,f, und a der Pol von ip,G), ist, so ist dies Sirahl- 
system identisch mit demjenigen, welches dem Punkte ir f in Bezug auf den 
Kegelschnitt T 0) zugehört, also sind 
tcib und ip,c zwei conjugirte Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt T m 
tr : c - tc t a - - _____ _ 

Witt - tc } b - - _____ _ _. 

der Pol der Geraden w,/> muss demnach auf der Geraden tc t c liegen; da nun 
die Polare von b die Berührungssehne und die Polare von ir, die Gerade 
aü>, ist, so folgt, dass 
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w>,c affl, sich in einem Punkte schneiden 

und ebenso »,6 aäJ, <,/,-__ 
«p jfl /,/,--- 
w 2 c 60, 

«>,6 cü)j Mj - - - 
«j,a cöj r,f, - - 

Betrachten wir nun drei solche in einem Punkte zusammenlaufende Strahlen 
z. B. bG>i oder 6«,, / 2 <, und w?c und verbinden ihren Schnittpunkt noch mit 
a t = (O, so haben wir auf den Geraden G und t,w^ vier Paare entsprechen- 
der Punkte zweier perspectivisch liegenden Punktreihen, nflmlich: 

Oj w, t } (6*,, l,»,) 

und 

o s (cto,,Ö) t, 
die letzten vier Punkte von c aus auf / 3 ip, projicirt geben 

a, i Pl y t 2 
und diese sind daher projeclivisch mit: 

a 7 Mi t } (Afeffifp*); 
projiciren wir beide Punktreihen von b aus auf ac, so erhalten wir folgende 
projectivische Punktreihen : 

ji b, kj t, 
ß l>i k »ji 

also findet auch die Gleichheit der Doppel Verhältnisse statt: 

welche folgendes aussagt: /« einem Punktsystem, f*r weiches /, ein Doppel- 
punkt und 6, /? «» Pa«r conjugirter Punkte ist, müssen auch s 7 und *, ein 
drittes Paar conjugirter Punkte sein. 

Dasselbe gilt fQr jede der beiden andern Dreiecksseiten und die früheren 
Punkte k, k. k s erhalten dadurch eine neue Bedeutung. Der Punkt / 2 ist 
nämlich der Berührungspunkt des Kegelschnitts T (i) mit der Geraden ac, und 
die Punkte 6, und sind die Schnittpunkte des Kegelschnitts 0 (J) mit der 
Geraden ac; endlich ist #, der Schnittpunkt einer gemeinschaftlichen Sekante 0 
der Kegelschnitte T (,) und 0< J) mit derselben Geraden ac; folglich rnuss k, 
derjenige Punkt auf ac sein, durch welchen eine zweite gemeinschaftliche 
Sekante geht, die mit G zusammen ein Linienpaar bildet in dem durch diel 
beiden Kegelschnitte und O m bestimmten Büschel; diese zweite gemein- 
schartliche Sekante geht in gleicher Weise durch die Punkte k 3 und /r,, is 

29* 
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also die Gerade j^Mr* da sie, wie wir vorhin gesehen haben, eine Tangente 
des Kegelschnills T tn ist und, wie wir jetzt wissen, eine gemeinschaftliche 
Sekante der beiden Kegelschnitte T m und 0 (,) , so rauss sie auch den Kegel- 
schnitt 0 () in demselben Punkt berühren, in welchem sie T {}) berührt: also 
die beiden Kegelschnitte T m und 0 0) berühren sich und haben zu ihrer gemein- 
schaftlichen Tangente im Berührungspunkte die Gerade, auf welcher die Punkte 
k, k, kj liegen *). Die Construction dieser Punkte ist oben angegeben (7.). 

Was für den Kegelschnitt 1' 1 nunmehr bewiesen ist, gilt offenbar für 
jeden der vier Kegelschnitte, die dem Dreiecke abc einbeschrieben werden 
können und das auf der Geraden G gegebene Punktsystem {s, a) zu ihrem 
zugehörigen haben ; alle diese vier Kegelschnitte werden also von 0 o) berührt. 
Ferner behält der Kegelschnitt () (V , wie wir früher gesehen haben, dieselbe 
Bedeutung für das Dreieck abc, wie für jedes der Dreiecke bell, caH, abH; 
wir schliessen also : 

Der Kegelschnitt 0 V) berührt die sechszehn Kegelschnitte, welche sich 
je einem der der Dreiecke abc, bcH, caH, abH einbeschreiben lassen und 
zugleich das auf G gegebene Punktsystem (*, a) zu ihrem zugehörigen haben. 

Anderseits wissen wir , dass der Kegelschnitt 0 (3) dieselbe Bedeutung 
hat für das vollständige Viereck abcH und die Gerade G mit ihrem Punkt- 
system (s, o) wie für das vollständige Viereck abcS und die oben construirte 
Gerade /* mit ihrem Punktsystem (r, (»); wir schliessen also: 

Der Kegelschnitt 0™ berührt die sechszehn Kegelschnitte, welche sich 
je einem der vier Dreiecke abc, bcS, caS, abS einbeschreiben lassen und zu- 
gleich das auf der Geraden /' befindliche Punktsystem (r, zu ihrem zuge- 
hörigen haben. 

Berücksichtigen wir die oben gefundene Eigenschaft, dass der Kegel- 
schnitt ö (2) der Polarkegelschnilt der Geraden G ist in Bezug auf ein Kegel- 
scbnittbdschel mit den vier Grundpunkten a b c H, oder auch der Polarkegel- 
schnilt der Geraden /' in Bezug auf ein Kegelschnitt hü sein- 1 mit den vier 
Grundpunkten a b c S, so lässt sich das erlangte Besultat auch so aussprechen: 

Hat man ein Kegelschnittbuschel mit vier reellen Grundpunkten a b c d 
und eine beliebige Transversale G in der Ebene, so berührt der Polarkegel- 



*) Die hier angegebene Constructiou der gemeinsamen Tangente im Beruhrungs- 
|iunkto kommt mit derjenigen überein, welche 1'Ur den besonderen Fall der Kreise in 
Schtömilch» Zeitschritt für Mathematik und Physik Bd. XII, S. 354 von Herrn C W. 
Baur ala „geometrischer Satz" ohne Beweis mitgetheilt ist. 
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schnitt 0 G) der Geraden G in Bezug auf das Kegelschnitt büschel diejenigen 
sechssehn Kegelschnitte, welche je einem der vier Dreiecke abc, abd, bcd, acd 
einbeschrieben werden können und die Gerade G zur (reellen oder ideellen) 
gemeinschaftlichen Sekante mit 0™ haben. 

Liegen insbesondere die vier Punkte a b c d so. dass einer (jeder) der 
Höhenpunkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks ist. und ist G die 
unendlich entfernte Gerade G x , so folgt der in der Einleitung hervorgehobene 
Elementarsatz. 

9. Die im Vorigen betrachtete Figur fuhrt noch zu andern Con- 
struetionen sowohl der Geraden k { k 7 welche für beide sich berührende 
Kegelschnitte T m und ü {1) die Tangente in ihrem Berührungspunkte ist, als 
auch dieses Berührungspunktes selbst. 

Wir haben gesehen (7.), dass die vier Punkte y z t, (7>, auf der- 
selben Geraden liegen und vier harmonische Punkte sind; die vier Strahlen 
6[ys/,tö,] sind daher vier harmonische Strahlen und trefTen die Gerade t?t? in 
vier neuen harmonischen Punkten: 

(byyliti) t, (bc, M,) ®i- 
Bezeichnen wir den schon früher betrachteten Schnittpunkt: 

{by, M 3 ) *,)=* 

und analog 

(es, t s t t ) = (ax, /,0 = i?, 
(ax,W = (by, /.*,) = £> 

so wie die Schnittpunkte: 

faki») = o, 
(ca,M,) = b, 
(o6,/,/ 2 ) = c, 

so sind also $ r, a ä), vier harmonische Punkte, die von s, auf ac projicirl 
wieder vier harmonische Punkte bestimmen, nämlich: 

(*, £, ac) s t c a. 
Hieraus folgt aber, dass der Punkt (s,S,ac) identisch ist mit dem Punkte ft H 
welchen wir anfangs eingeführt haben (1.), und die Gerade *,£ mit der Geraden 
fr,c,, folglich schneiden sich die Geraden 6,c,, by, es alle vier in einem 
und demselben Punkte $. Da nun 

die vier Geraden by es 6,c, M, durch den Punkt £ gehen und 

- - - es ax c l a l t z t i - - ?/ 

- - - ax by a.6, 1,1, - - - £ - , 
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so liegen by £ £ in einer Geraden 
es | 1j - 
ax i, ± - - 

d. h. | t) £ sind die Ecken desjenigen Dreiecks, dessen Seilen ax, by, et sind. 

Zur Construction der Geraden welche die beiden sich be- 

rührenden Kegelschnitte T m und 0 (7) zur Tangente in ihrem Berührungspunkte 
haben, sind früher die Punkte x y 3 benutzt worden; jetzt können wir zu 
ihrer Construction die Punkte $ r\ £ benutzen, welche nur aus den Dreiecken 
und a, 6,e, der Art hervorgehen, dass: 

(6.0,, 4,4)«?» C«i«i»Mi) a «>7i («,6,, /1 /,) = ^ 

ist und 

(i?£, 6c) = Ar, , (££, co) = A. . [Sth ab) = *, ; 
die Punkte k, k 2 h liegen eben in der gesuchten Geraden *). Hieraus folgt 
weiter, dass die beiden Dreiecke abc und >"/,£ perspectivisch liegen müssen, 
weil die Schnittpunkte entsprechender Seilen sich auf einer Geraden befinden. 
Es schneidet! sich also az, by, c£ in einem Punkte. 
Betrachten wir die Seiton des Dreiecks abc und die Gerade 
als ein vollständiges Vierscit, so erscheint fij£ als das Diagonaldreieck des- 
selben; $»;£ bilden daher ein Tripel conjugirler Punkte in Bezug auf den 
Kegelschnitt T°\ weil jenes Vierseit demselben umschrieben ist (Theorie der 
Kegelsch. S. 152); dies tritt auch unmittelbar aus der harmonischen Eigenschaft 
des vollständigen Vierseils hervor, wonach 

i tj c k s 
n $ a k t 
£ $ l> k, 

je vier harmonische Punkte sind, immer die beiden ersten zugeordnet und die 
beiden letzten einander zugeordnet. Mithin trefTen die vier Strahlen a[§i)cki] 
die Gerade /../^ wieder in vier harmonischen Punkten, also arj oder geht 
durch den vierten harmonischen dem 5 zugeordneten Punkt, während /,/ 3 das 
andere Paar zugeordneter Punkte ist. Da nun c auf der Polare von a liegt, 
so ist «£ oder rfe die Polare von j" in Bezug auf den Kegelschnitt T in und 
mithin £//£ ein Tripel conjugirter Punkte. 

Wir haben früher gesehen, dass *, und j* conjugirte Punkte in Bezug 
auf den Kegelschnitt T v> sind, also t,x die Polare von *, ist; jetzl wissen 

*) Diese Constructiou hat Salmott in Quartcrlv Journal ot Math. Bd. IV, pag. 152 
als von W. R. Hamilton herrührend uiitgctheih. 
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wir, dass § der Fol von rfc ist, folglich wird der Schnittpunkt x dor Geraden 
/|i und i?£ der Pol von oder 6jC, »ein, also dfe oben eingeführten Punkte 
x y z sind die Pole der drei Geraden b, c,, c,a,, o,6, in Bezug auf den 
Kegelschnitt T (7) . Da die Dreiecke a,6,c, und xyz Polardreiecke von ein- 
ander sind in Bezug auf T (1) , so liegen sie perspeclivisch (Th. d. Kegelsch. 
S. 160), d. h. es schneiden sich sowohl a,x, b,y, c,* in einem Punkte, als 
auch die drei Schnittpunkte: 

(•1*1 i <ry) (b t Ct , yt) (c,a, , sx) 
/legren in einer Geraden, der Polare des vorigen Punktes. 

Wir haben vorhin gesehen, dass die drei Strahlen a$, bt if e£ sich in 
einem Punkte schneiden; da nun die Polare von a die Gerado und von 
§ die Gerade r£ ist. so müssen auch die drei Schnittpunkte: 

tot,«*) (ö,w.) r«*w 

in einer Geraden liegen, d. h. die Dreiecke Z,^/, und £j£ perspeclivisch liegen, 
also auch 

> s '. **, & 

lieft fi» einem Punkte treffen. Dieser Punkt liegt notwendig auf dem Kegol- 
scbnitle T°\ welchem das Dreieck einbeschrieben und für den fjjf ein 
Tripel conjugirler Punkte ist, die auf den Seilen des vorigen Dreiecks liegen 
(Th. d. Kegelsch. S. 153). Da nun die Polare von £ die Gerade nL von /, 
die Gerade bc, so ist der Pol von £/, der Schnittpunkt (»;£, 6c) = *,, also da 
sich Hi i in einem Punkte treffen, so liegen k, k t k, in einer Geraden, 

welche die Polare jenes Punktes und zugleich Tangente des Kegelschnitts T ( ) 
ist, weil ihr Pol auf dem Kegelschnitt selbst liegt. 

Hieraus fliesst eine Construction des Berührungspunktes der beiden 
Kegelschnitte und 0 <3 >. Man bestimme die Schnittpunkte: 

(&,<?. , M,) = S, (<?i«i , Wi] = n> , MO = 

r/<i»« schneiden sich die drei Verbindungslinien t,£, / 2 r/, »« demjenigen Punkte, 
in tcelchetu sich die Kegelschnitte T™ und 0™ berühren. 

W eil «a- oder durch den vierten harmonischen Punkt zu /, /, jf, der 
dem i zugeordnet ist. hindurchgeht, und cj, , A,/, sich in a, tj t und b t c, sich 
in $ schneiden, so gehl t£ auch durch den vierten harmonischen Punkl zu 
b, c, S, der dem | zugeordnet ist; ebenso gehl g$ durch den vierten harmonischen 
Punkt zu e, a, ry, der dem ij zugeordnet ist, folglich schneiden sich it] a,b, und 
die Verbindungslinie jener beiden vierten harmonischen Punkte in einem und 
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demselben Punkt, oder 

(c,o,,Ö) (aA,£ij) 
liegen auf einer Geraden, d. h. die beiden Dreiecke nj> ,C| und liegen per- 
spectivisch, also o,£, b, rj, c& schneiden sich in einem Punkte. Dieser Punkt, 
in welchem sich die drei Geraden a, £, o,??, c, £ treffen, liegt auf der geme'tn- 
schaflHchen Tangente ftiAfci^ der beiden sich beröhrenden Kegelschnitte T 0) 
und denn die drei Punkte a, £ 6, liegen auf einer Geraden und die 

Punkte ijcf ebenfalls auf einer Geraden ; wir haben daher (Th. d. Kegelsch. 
S. 90) die drei Schnittpunkte: 

(a,c, tfc) (6,c, Iß (a,|, b t rj) 

oder 

A, k. {a,$, b t tj) 

auf einer Geraden, d. h. der Punkt, in welchem sich die drei Strahlen 
Oi»?, c,£ treffen, liegt in der Geraden l< ,!>■_/>,. 

Da das Polardreieck von aAc, das Dreieck xyz ist und sich selbst 
zum Polardreieck hat, so folgt aus dem Vorigen, dass auch die Dreiecke xyz 
und §tj£ perspectivisch liegen, d. h. 

tn einer Geraden, während sich &ß, yrj, a£ i» ei»em Punkte treffen. Die 
Gerade, in welcher die drei Schnittpunkte: 

,*y,Sv) (y*,rt) (»*,&) 
liegen, geht durch den Berührungspunkt der beiden Kegelschnitte T™ und O n) , 
weil sie die Polare des Schnittpunktes (a,$, bjj) ist und dieser auf der Tangente 
A.M, liegt. 

Weil sich o/,, bt } , cl s in einem Punkte schneiden (Theorie d. Kegelsch. 
S. 93), so liegen die frQher mit a b c bezeichneten Punkte : 
(6c, 1^) = a (ca, /,/,) = b (ab, t^) = c 
in einer Geraden und es sind 

b c <x l t 

vier harmonische Punkte; da auch b c «, a, vier harmonische Punkte sind, 
so folgt die Gleichheit der Doppelverhältnisse : 

(cbs,a t ) = (cbat t ) 
und die Projectivität der Sirahlbüschel: 

s 1 [cbs l a,] = fc[coa/,]; 
nun finden sich aber s, b und e auf derselben Geraden, folglich sind die beiden 
StrahlbOschel perspectivisch und die Schnittpunkte der drei übrigen Strahlen- 
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paare auf einer Geraden: von diesen ist einer der Punkt b, der andere (*.«„&/,) 
oder (<i, c, , /,/,) = 17 und der dritte (*,*,, ab); die Gerade br t geht daher durch 
den Schnittpunkt der beiden Geraden *i* 3 *j und abc; aus demselben Grunde 
die Verbindungslinie c£ und auch a<; der Punkt, in weichem sich die drei 
Geraden «|, btj, <£ treffen, liegt also auf der Geraden G und ist ihr Schnitt- 
punkt mit derjenigen Geraden, auf welcher a b c liegen. 

Die Pole der drei Geraden a$, br„ <£, welche wir mit i x r lx 'Q x bezeichnen 
wollen, sind: 

(/,/, , rfy = i, (m, , £$) = i?, , Sn) = Sii • 

ZWe Punkte ^ t J h'Ci liegen auf einer Geraden, weil ihre Polaren durch einen 
Punkt gehen und die Gerade s,i lt 'C, geht durch den Pol von G in Bezug auf 
den Kegelschnitt T (i> . Wir bemerken noch, weil 

l> h I Si 
/, /, 17 ??, 

je vier harmonische Punkte sind, erscheint /,/,/, als das Diagonaldreieck eines voll- 
ständigen Vierseits, dessen drei Paar Gegenecken t i i h ££, sind; ferner treffen sich 

tt$i hVi *£ 
t>V, t£, tt§ 
t& lif, M, 
zu je drei in einem Punkte u. s. w. 

Diese Eigenschaft fährt noch zu einer andern Construction der Geraden 
A,/r,/r,; es ist nämlich 

der Pol von f.s, der Schnittpunkt (a|, 6c) 

- " ~ fcto ~ ~ (H«0 

- - - <£, - - 

folglich liegen nicht allein die Punkte k, Ar, Ar, in einer Geraden, sondern auch 

(a|,oc); (Hm); A, 

(H ca); (<£,«6); *, 

[c%, ab) ; («£, 6e); Ar 2 
t« j> einer Geraden, und weil ai", 6r;, cu durch den Schnittpunkt a der Geraden 
G mit der Geraden abc hindurchgehen, so gestaltet sich die Construction der 
Punkte k t />, //, folgendermaassen: 

Man construire für die beiden Dreiecke abc und /,/.,/, die drei Schnitt- 
punkte correspondirender Seiten: 

(bc, hh) = a, (c«, Mi) = b, (aA, /,/,) = c, 

Journal für Mathematik Bd. LXVUI. Heft 3. 30 
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welche in einer Geraden liegen, die Q im Punkte o trifft ; dann bilden die 
Schnittpunkte: 

(oa, bc) [ab, ca) (ac, ab) 
ein neues Dreieck, dessen Seiten den correspondirenden Seiten des Dreiecks 
abc in den drei Punkten Ar, Ar 2 *, begegnen *). 

Eine andere Construclion der drei Punkte Ar, k } ftj, welche in der ge- 
meinschaftlichen Tangente der beiden sich berührenden Kegelschnitte T f7) und 
0 (J) liegen, ergiebt sich, wenn man erwägt, dass die drei Geraden t,t,, b l c i 
und bc sich in demselben Punkto «, der Geraden G treffen, folglich die beiden 
Dreiecke t 3 6,c und TjC,6 perspectivisch liegen; die Schniltpunkle entsprechen- 
der Seiion: 

(T,6 n Tjc,) (tjC, Tyb) = x (6, c, bc,) = a 
müssen daher in einer Geraden liegen oder der neue Punkt {?" 2 6, ,t 3 C|) liegt 
auf der Geraden ax , die eben durch k t geht; wir werden also, um h\ und 
ebenso A 2 A- zu Im den, folgende neue Construction in Anwendung bringen 
können: 

„Man bestimme die Punkte t, t, t 3 , in welchen die Gerade G von den 
Berührungssehnen M 3 , Mi ? /1/2 getroffen wird, sodann die drei Schnittpunkte: 

(6 1 T„c 1 T 3 ) = a 1 , (c,T,,a 1 T 1 ) = b 1 , (<i, t, , b t x,) = c, , 

dann sind: 

(a,a, 6c) = *„ (6, b, ca) = Aj, (c, c, 06) = * 3 
Wir überlassen dem Leser die weiteren Beziehungen aufzusuchen, 
welche die Lage des neuen Dreiecks a,b,c, in Verbindung mit den früheren 
Dreiecken darbietet. 

Breslau, im Oclober 1867. 



*) Diese Construction kommt mit derjenigen Uberein, welche J. Grifßths in den 
"Nouvcllcs Annales de Mathe* niaticjues p. M. Gerono, Bd. XXIV, pag. 429 angegeben hat. 
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Ein Steinerscher Satz über Krümmungskreise bei 
Kegelschnitten und ein allgemeinerer Steinerscher 
Satz über osculirende Kegelschnitte bei Curven 

dritten Grades. 

(Vou Herrn F. August.) 



Im 33'"" Bande p. 300 dieses Journals hat Steiner einige Sätze Ober 
Curven zweiten und dritten Grades ohne Beweis veröffentlicht, die sich folgender- 
massen entwickeln lassen. 

I. 

Durch jeden Punkt D einer Ellipse (einet Kegelschnitt») gehen drei Kriim- 
mungskreise, die nicht in D osculiren, die drei Osculationspunkte derselben A, 
B, C und der Punkt D liegen in einem Kreise. 

Vorbemerkung. Zwei Punktreihen A und B auf einem Kegelschnitt 
k* sollen projecliviscb heissen, wenn die BOscbel {U)A und {V)B, deren 
Mittelpunkte V und V beliebig auf Ä' liegen, projecliviscb sind. Daraus folgt 
umgekehrt: Wenn A und B projectivische Punktreihen auf sind, und U 
und V zwei beliebige Punkte auf bezeichnen, so sind die Büschel (U)A 
und ( V) B projectivisch. Lässt man V auf U fallen, so erhält man zwei con- 
centrische projectivische Büschel / I und {U)B. Wenn insbesondere die 
Strahlenpaare UA und ÜB ein Involutionssystem bilden, so sollen auch die 
Punklpaare A, B involutoriscbe heissen. 

Mit dieser Bezeichnung lässt sich ein bekannter Satz in folgender Weise 
aussprechen: Die Strahlen eines beliebigen Strahlenbüschels schneiden einen 
Kegelschnitt in einem Systeme involulorischer Pnnktpaare. (Aehnliche Be- 
trachtungen mit etwas anderm Ausgangspunkte sind der Abhandlung von Göpel 
„über Projectivität der Kegelschnitte als krummer Gebilde", Bd. 36 dieses 
Journals pag. 317 zu Grunde gelegt.) 

30* 
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Gegeben ein Ke- 



gelschnitt k 1 , (in der 
Zeichnung ist der Be- 
quemlichkeit wegen ein 
Kreis gewählt), auf dem- 
selben zwei Punkte D und 
E, ausserdem beliebig 
in der Ebene zwei Punkte 
Fund G. Durch die vier 



Punkte D, E, F, G ist 
ein Kegelschnitthüschel 
to{p)wm(PJB 9 9 9 G) be- 
stimmt, und ein belie- 
biges Glied desselben h 1 
schneidet den gegebenen 
*' ausser in D und E 
noch in zwei Punkten H t 
und H 2 (in der Figur nickt 



bezeichnet). Man denke H l // 2 gezogen; diese Gerade schneidet FG in J. Man 
ziehe ferner die Geraden DF und EG, die den gegebenen Ir noch schneiden 
in Z)| und E t . Fassen wir nun den Kegelschnitt k nebst der Geraden FG als 
Curve dritten Grades c 5 auf, so hat diese mit A 2 die drei Paar Schnittpunkte 
DF, EG und H,H,. Die Verbindungslinie jedes Paars ist gezogen. Jede 
schneidet die Curve c' zum dritten Mai, bezüglich in />,, J; also müssen 
nach einem bekannten Satze D, E t J in eine Gerade fallen. Da D t und E, 
sieb nicht Andern, wenn A 2 sich ändert , so ist auch J unveränderlich. Wir 
erkennen daraus: 

Jeder Kegelschnitt des Büschels 93 (A 1 ) schneidet den gegebenen k 2 in 
einem Punktpaare H,H } , durch welche* ein Strahl des ebenen Slrahlbuschefs 
mit dem Mittelpunkt J geht. (Die Funk/paare bilden also eine Involution 
auf dem Kegelschnitte k'.) Und insbesondere : 

In dem Büschel 93 (Ii 2 ) sind zwei Glieder, für welche //, und H, zu- 
sammenfallen, welche also den Kegelschnitt k 1 berühren und zwar in den Funkten 
K, in welchen die beiden Tangenten von J den gegebenen Kegelschnitt be- 
rühren, oder anders ausgedrückt , in welchen die Folare con J in Bezug auf 
den Kegelschnitt k 2 diesen dur eftschneidet. 
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Wenn nun von den vier Fuudamentalpunkten des Büschels tyJt 7 )=(DEFG) 
einer, nämlich E sich auf k : bewegt, während die drei andern fest bleiben, 
so verändert sich J, also auch die Polare von J und die Funklo K. Fällt 
insbesondere ein Funkt K mil E zusammen, so berührt in diesem Funkte ein 
Kegelschnitt dreipunktig, der ausserdem durch D, F und G gehl. Wir unter- 
suchen die Lage dieser Funkte. 

Durchläuft E auf k 7 eine Punklreihe, so durchläuft £, eine projectivische 
Funklreihe, denn die Punkte E und E, bilden eine Involution, also sind die 
ebenen Sirahlbüschel (D)E und {D t )E, projeclivisch : der letztere Büschel ist 
aber perspectivisch mil der Punklreihe J, und während J sich auf FG be- 
wegt, durchläuft die Polare von J einen Strahlbüschel (P)K (wo P der Pol 
von FG in Bezug auf k 3 ist), der projeclivisch mit der Punktreihe J isl; daraus 
folgt, dass die Büschel {D)E und [P)K projeclivisch sind. Der ürl des 
Durchschnitts X der Strahlen DE und PK ist somit ein Kegelschnitt x 3 (der 
in der Figur nicht gezeichnet ist). Dieser schneide! den gegebenen k 3 ausser 
in D noch dreimal, in den Punkten A, B und C; diese Punkte sind es, in 
denen E und h zusammenfallen, d. h. in den Punkten A, B, C osculirt je ein 
Kegelschnitt, der ausserdem durch D, F und G geht. 

Die Lage der Punkte A, B, C lässl sich noch näher angeben. Der 
Kegelschnitt Ar hat mit der Geraden FG zwei Funkle gemein, M und N. Rückt 
nun E nach M, so rückt E, nach N, also auch ./ nach JV, und die Polare von 
J wird die Tangente PN; also ist der Durchschnitt der Geraden DM und PN 
ein Punkt X t des Kegelschnills x ! . Ebenso isl der Durchschnitt der Geraden 
DN und PM ein Punkt X> des Kegelschnitts x 7 . 

Nennt man nun Q den Durchschnitt der Geraden X t X 7 mil DP, so er- 
kennt man, dass die Polare von (J in Bezug auf x 7 die Gerade FG ist; (denn 
das Viereck DPX t X 7 ist dem *' eingeschrieben, FG ist eine Diagonale, Q 
der Durchschnitt der beiden andern) und wenn O den Durchschnitt von DP 
und FG bezeichnet, sind die vier Punkte D O P Q harmonisch. 

Rückt ferner E so. dass E t nach D kommt, so rückt J nach F, und 
die Polare von J in Bezug auf wird identisch mil der Polare von F PF'; 
also ist der Durchschnitt von PF' und GD ein Punkt X s von x 7 . 

Die Polare des Punktes F' in Bezug auf x 1 gehl nun durch Q, weil 
' auf FG liegt, und zwar muss es eine solche Gerade durch Q sein, welche die 
Sehne X y P in dem zu F' harmonisch conjugirten Punkte schneidet. Dies isl 
aber die Gerade GQ; denn die vier Strahlen des Büschels G nämlich (G)A' 3 , 



Digitized by Google 



238 



F. August, iioei Satte von Steiner. 



F', P, Q sind harmonisch, weil sie perspeclivisch liegen mit den harmonischen 
Punkten D 0 I* Q. 

Die Polare von F' in Bezug auf x* ist also GQ. Wenn man endlich 
E und D' rücken lässt, erkennt man, dass die Polare von G' (wenn GMG'S 
ebenfalls harmonisch sind) in Bezug auf x 1 die Gerade QF ist. Nun geht 
durch die vier Punkte AB C D ein Büschel ®{P) = {A,B,C,D), zu dem auch 
diu Kegelschnitte k 1 und x 2 gehören. Nach dem Vorangegangenen können wir 
für die Gerade FG den Ort aller Pole Y in Bezug auf die Glieder dieses 
Büschels bestimmen, der bekanntlich ein Kegelschnilt y 2 ist. Zunächst liegen 
in y 2 die Punkte P und Q. Aber der Kegelschnitt y 2 ist zugleich der Ort 
des Durchschnitts der Polaren aller Punkte von FG in Bezug auf irgend zwei 
Kegelschnitte des Büschels ©(/*). Dadurch finden wir noch zwei Punkte. Die 
Polare von F' in Bezug auf k' ist FP; in Bezug auf x ! ist sie GQ, und somit 
liegt der Durchschnitt B von FP und GQ auf y\ Die Polare von G' in Bezug 
auf V ist GP, in Bezug auf x 2 ist sie FQ; also liegt auch der Durchschnitt S 
von GP und FQ auf y\ Diesem Kegelschnitt y" ist also eingeschrieben das 
Viereck PQRS. Daraus erkeunt mau, dass die Polare von F in Bezug auf 
y 1 durch G geht und umgekehrt. Also bilden die Punkte F, G ein Punklpaar 
der Involution, welche der Kegelschnilt y 1 auf FG hervorruft. Diese Involution 
ist identisch mit derjenigen der Punktpaare, durch welche die einzelnen Glieder 
des Büschels 33^} gehen, also geht ein Kegelschnitt des Büschels ®(l 2 )=(A,B,C,D) 
durch F und G. Wir haben somit folgendes Resultat: 

Gegeben ist ein Kegelschnitt k 2 ; auf demselben ein Punkt D und be- 
liebig in der Ebene wei Punkte F, G. Es giebt im Allgemeinen drei Kegel- 
schnitte durch F und G, die k 2 in D schneiden und ausserdem dreipunktig 
osculiren in den Punkten A, B, C, und die seclts Punkte A B C D F G liegen 
wieder in einem Kegelschnitt y 1 . 

Nimmt man nun als Punkte F und G die Durchschnittspunkte eines be- 
liebigen Kreises mit der unendlich entfernten Geraden, und beachtet, dass alle 
durch diese Punkte gelegten Kegelschnitte Kreise sind, dass also die in A, B 
oder C osculirenden Kegelschnitte Krümmungskreise werden, so erhall man als 
speciellen Fall den anfangs ausgesprochenen Steinerschen Satt. 

II. 

Dieser Satz ist, wie Steiner a. a. 0. angiebt, und wie schon aus dem obigen 
Beweise hervorgehl, gewissermassen als specieller Fall eines andern anzusebn. 
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In der That stützte sich unser Beweis auf eine Eigenschaft der Curven 
dritten Grades, und es liegt die Frage nahe, wie sich der Salz gestaltet, wenn 
man es nicht mit einer aufgelösten Curve, sondern mit einer irreductibeln Curvc 
dritten Grades zu thun hat. 

Wenn also auf einer beliehigen Curve dritten Grades c 1 drei Punkte D, 
¥, G gegeben sind, wieviel Kegelschnitte giebl es, die durch diese drei Punkte 
gehen und c 5 ausserdem in einem andern Punkte osculiren? 

Diese Frage lflsst sich mit Hülfe der bekannten Correlation beantworten, 
welche Steiner unter dem Namen projeclivischer Drehung häufig anwendete. 
Sind nämlich in einer Ebene zwei Strahlenbüschel P und Q gegeben, so ist 
jeder beliebige Punkt X der Ebene definirt durch die beiden Strahlen {P'jX 
und [Q)X 3 welche hindurch gehen. Es finden hierbei nur folgende Singulari- 
täten statt. 

1) Der Durchschnitt der Strahlen {P)Q und [Q)P ist unbestimmt, 
nämlich jeder Punkt der Geraden PQ ist als solcher anzusehen. 

2) Der Punkt Q ist der Durchschnitt des Strahls (P Q und jedes be- 
liebigen Strahls aus dem Büschel Q. 

3) Der Punkt P ist der Durchschnitt des Strahls {Q)P und jedes be- 
liebigen Strahls aus dem Büschel P. 

Betrachtet man nun ein System von Punkten X und die Strahlen (P)X 
und (Q)X, und denkt sich jeden Strahl des Büschels (P)X um einen con- 
slanten Winkel « in demselben Sinne gedreht und jeden Strahl A um einen 
constanten Winkel /?, so schneiden sich im Allgemeinen PX und QX in einem 
neuen Punkte A\ Es giebt aber ein Paar Strahlen (P)R und (Q)R* die 
nach der Drehung zusammenfallen, und dem Punkte /.' entspricht nach der 
Drehung jeder beliebige Punkt von PQ. Die Strahlen P(Q) und Q{P) schneiden 
sich nach der Drehung in einem Punkte S'; also jedem Punkte der Geraden 
PQ entspricht nach der Drehung derselbe Punkt S', und die Punkte S' und 
Ii liegen symmetrisch zu PQ. 

Durchläuft der Punkt X eino Curve c, so durchläuft X' eine Curve c' 
und es gelten hierbei folgende Gesetze: 

Durchschneidet die Curve c ein oder mehrere Mal PQ, so geht die 
Curve c ebenso oft durch S 1 , ferner 

Soviel Schnittpunkte c mit PR hat, einen so vielfachen Punkt hat c' 
in Q, und endlich 

Soviel Schnittpunkte c mit QR hat, einen so vielfachen Punkt hat c' in P. 
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Gehl die Curve c ein oder mehrere Male durch R, so ist die Gerade 
PQ, ehenso oft gedachl, ein singulärer Bestandteil der Curve c, und der 
übrige ßestandlheil der Curve c schneidet ebenso oft die Gerade PQ. 

Geht die Curve c ein oder mehrere Mal durch F, so ist die Gerade 
QS', ebenso oft gedacht, singulärer ßestandlheil von c, und der übrige Be- 
standteil von c schneidet QS' ebenso oft. 

Gehl die Curve c ein oder mehrere Male durch Q, so ist PS' ebenso 
oft gedachl singulärer Beslandtheil von c, und der übrige ßestandlheil von c 
schneide! PS' ebenso oft. 

(Die singulären Bestandteile von c enthalten nur diejenigen Punkte A'\ 
deren entsprechende auf einer der Seiten des Dreiecks PQR liegen, und man 
kann dieselben ausser Acht lassen. Dadurch erklärt sich das scheinbar Paradoxe 
in dem Folgenden.) 

Jeder Geraden der X Ebene entspricht ein Kegelschnitt der x Ebene, 
der durch PQS geht. 

Jeder Geraden der X' Ebene entspricht ein Kegelschnitt der x Ebene 
durch PQR. 

Jeder Curve Grades (c) M der A' Ebene entspricht eine Curve 2*»"" 
Grades (c'f' der X' Ebene, die im Allgemeinen P, Q, S zu «fachen Punkten 
hat. Hieraus lassen sich nun verschiedene singuläre Fälle ableiten, entsprechend 
der obigen Betrachtung, die sich unter sich mannigfach combiniren lassen. 
Für unsere Zwecke genügt folgende Combination: 

Sind P, Q, R einfache Punkte der Curve (e)", so ist die Curve c auf- 
gelöst in die drei Seiten des Dreiecks PQS' und eine Curve (2»-3)" n Grades, 
die für sich in P, Q, S>- 2) fache Punkte hat. 

Denken wir also die Curve c 1 und durch die drei Punkte derselben D, F, Q 
einen Kegelschnitt k\ der in A osculirt. Wir betrachten F und G als Mittel- 
punkte zweier Strahlbüschel und beziehen auf diese beiden Büschel die Curven 
e 1 und A'. Drehen wir nun die Büschel so, dass die Strahlen FD und GD sich 
decken, so geht nach dem vorigen c 3 über in das Dreieck FGE, dessen dritter 
Punkt E symmetrisch zu D liegt in Bezug auf FG, und in eine neue Curve 
(c)\ auf die es allein ankommt, da auf ihr nlle nicht singulären Punkte liegen. 
Andrerseits geht ä ! über in dasselbe Dreieck FGE und eine Gerade g. Der 
Punkt A geht über in einen Punkt Ä, und es muss die Gerade g in dem 
Punkte Ä die Curve (c') J osculiren, d. h. Ä ist Wendepunkt von (c') J und 
g die dazugehörige Wendelangente. Man kann auch umgekehrt nachweisen. 
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dass jeder Wendelangente der Curve {c'f ein Kegelschnitt durch F, G, D 
entspricht, der e 3 ausserdem in einem Punkte A osculirt. 

Wenn nun die Curve e\ wie dies im Allgemeinen auch nicht der Fall 
ist, keinen Doppelpunkt hat, so hat auch (e') s keinen solchen. Alsdann hat, 
wie bekannt, die Curve c neun Wendepunkte A', drei reelle SR' und sechs 
imaginäre GJ', von denen 12 mal je 3 in einer Geraden t liegen. Bei der 
Ruckdrehung gehen die neun Wendepunkte in die verlangten Osculalions- 
punkte A (3/? und 67) über und jede Gerade t in einen Kegelschnitt / durch 
D y F y G und drei der Punkte A. Wir haben also den folgenden Satz: 

Gegeben eine Curve c s und auf derselben drei Punkte F, G, D. Es giebt 
im Allgemeinen neun Kegelschnitte k l , drei reelle und sechs imaginäre, die 
durch die Punkte F, G, D gehen und ausserdem c 3 in einem Punkte A dreipunktig 
berühren. Von den neun Punkten A liegen 12 mal je 3 mit F, G, D in einem 
KegeUchnUle P; zum Beispiel die drei Osculationspunkte der drei reellen Kegel- 
schnitte und die Punkte F, G, D Hegen in einem dieser Kegelschnitte. 

Anmerkung. Dieses ist der allgemeinere S/e/«ersche Satz. Man 
erkennt aber, dass es nicht ohne Weiteres gelingt, die Specialisirung so durch- 
zufahren, dass der vorige Satz daraus hervorgeht; denn die aufgelöste Curve 
c 3 des vorigen Satzes hat zwei Doppelpunkte, und auf dem einen Bestandteil 
derselben ist die Krümmung Null. Es bedarf also einer Untersuchung darüber, 
welche Punkte hei dieser aufgelösten Curve als Wendepunkte zu rechnen 
seien. Darum glaube ich, dass jene besondore Herleitung des ersten Salzes 
nicht überflüssig ist. Dies scheint auch Steiner angedeutet zu haben, indem 
er sagt, der erste Satz sei getcissermassen ein specieller Fall des zweiten. 
Einen eleganten Beweis des ersten S/ewerschen Satzes, aus dem jedoch der 
Zusammenhang mit dem zweiten Salze nicht ersichtlich ist, hat Joachimsthal 
im 36 "° Bande dieses Journals pag. 95 gegeben, und zugleich nachgewiesen, 
dass der Schwerpunkt von A, B, C der Mittelpunkt der Ellipse ist. 

Berlin, im August 1867. 
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Geometrische Betrachtung der Normalen, welche sich 
von einem beliebigen Punkte auf eine algebraische 

Flache fallen lassen. 

(Von Herrn F. August.) 



Im 49" rn Bande dieses Journals gicbt Steiner drei Methoden an, um 
die Anzahl der Normalen zu bestimmen, die sich im Allgemeinen, von eiuem 
beliebigen Punkte aus auf eine Curve Grades fällen lasscm Im Anschluss 
an die dritte Methode behandeil er dann das analoge Problem für die Nor- 
malen von einem beliebigen Punkte auf eine Oberfläche und erwähnt, dass 
dies auch nach der ersten Methode möglich sei, ohne indess Näheres hierüber 
anzugeben. 

Diese erste Methode, die im Ganzen weniger Sätze der höheren Geo- 
metrie voraussetzt, ist hier auf die analoge Untersuchung bei der Fläche an- 
gewandt. 

Die erste Steinersche Methode ist kurz folgende: Gegeben in einer 
Ebene eine Curve C" und ein beliebiger Punkt n. Denkt man sich die C" 
fest mit n verbunden und unendlich wenig um n gedreht, und nennt man die 
Curve in der neuen Lage C,% so können sich C" und C" nur in solchen Punkten 
£ schneiden, für die n§ Normale von C" ist, und umgekehrt. 

Es sind also die Schnittpunkte § der Cnrcen C und C," die Fusspnnkte aller 

Normalen ton n auf C\ Ihre Anzahl ist n\ und wenn __i = ?l±|lzg 

jgfl t g 

derselben bekannt sind, so sind die übrigen - nach den bekannten 

Sätzen über den Durchschnitt algebraischer Curten zu finden. 

Der Beweis kann sehr leicht durch die Betrachtung des Darchschnitls 
der Tangenten in zwei entsprechenden Punkten der Curven C und C," geführt 
werden. Diesen Satz benutzen wir bei der Betrachtung der Flächen folgender- 
massen. 

I. 

Gegeben eine Fläche »""' Grades f und ein willkürlicher Punkt n. 
Wieviel Normalen lassen sich von n auf f m fällen? Wir denken durch n eine 
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beliebige Gerade A t mit f* fest verbunden, die f m in den » Punkten »7, schneidet. 
Wir denken ferner f um A t als Axe unendlich wenig gedreht in die Lage 
/*,", so schneiden sich f" und/,* in einer Raumcurve /?; =(/•*/;"), auf welcher 
auch die » Punkte r/, liegen. Legt man durch einen Punkt (i l dieser Rann- 
curve eine Ebene e, normal gegen die Axe A n die dieselbe in «, schneidet, 
so muss Normale in ft t sein auf dem ebenen Schnitt E" = i f"e,) nach 
der obigen Betrachtung. Zieht man also in fi x die Tangente Ji, an den ebenen 
Schnitt E", (die zugleich Tangente von f ist), so steht diese Tangente B, senk- 
recht auf der Ebene (✓!,/?,); also bildet /?, einen rechten Winkel mit nß t . 

Denkt man sich nun eine zweite Gerade A. : durch n; dreht dann um diese 
als Axe f unendlich wenig in die Lage /?, so erhält man als Durchschnitt 
von f und f? eine Raumcurve H? = {ff"), auf welcher auch die » Schnitt- 
punkte til = (f'A 7 ) liegen. Irgend ein Punkt derselben sei fc. so ist das 
Loth B?, in £ auf der Ebene (A 7 ß,) errichtet, eine Tangente an f in die 
senkrecht steht auf w/J. 

Betrachten wir insbesondre einen Durchschnitlspunkt £ = (JtfÄf). 
Denken wir die Ebenen ($A,) und (1-4,) und errichten in § Lothe auf beiden: 
T, und T,. so sind diese Geraden nach dem Vorigen Tangenten an f* in £, 
die beide senkrecht stehen auf 71$. Wenn nun nicht £ in der Ebene (A, A } ) 
liegt, so können T, und Tj nicht in eino Gerade zusammenfallen, und die 
Ebene ist Tangentialebene in s an f; »£ steht senkrecht darauf, d. h. 

n$ ist Normale von f in 5. 

Liegt dagegen ein Punkt § in (A t A 7 ), so fallen T, und 7\ zusammen, 
bestimmen also keine Ebene, und es kann n£ im Allgemeinen auch keine 
Normale sein, weil die Ebene (A,A.,) eine willkürliche Ebene durch rr ist. 
also im Allgemeinen keine Normalen durch n enthält. 

Es fragt sich nun, wieviel Punkte g„ uuter allen Punkten c" enthalten 
sind, die zugleich in I I liegen. Ein Loth auf .1,1 in $„ errichtet, muss 
offenbar Tangente an f in £„ sein, wie umgekehrt jeder Punkt des ebenen 
Schnitts [(AiAi)f'], durch den eine Tangente auf f geht, die zugleich normal 
auf {AiA 7 ) steht, ein Punkt ist. Die Normalen auf der Ebene 1,1. sind die 
Geraden, die einen unendlich entfernten Punkt y gemein haben. Der Tangenlen- 
kegel (Cylinder) von y hat als Ort der Berührungspunkte eine Raumcurve 
vom Grade »>— 1), nämlich den Durchschnitt von f und der ersten Polare 
von y in Bezug auf f. Diese Curve schneidet die Ebene (A,A,) in »(»— i) 
Punkten, und dies sind nach dem Obigen die gesuchten Punkte &. Die An- 
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zahl x aller Normalen von n auf f", deren Fusspunkte wir |, nennen, ist die 
Differenz der Anzahl der Punkte f und der der Punkte £ u . 
Es giebt n 1 Punkte s, »(«-1) Punkte £„ also 
x = n l -n(n-i) = n(n 1 -n + \). 
Das Resultat, das wir bisher erhalten haben, ist demnach: 
Von beliebigen Paukte n lauen sich auf eine Fläche f im All- 

gemeinen »y-R+1) Normale nS, fällen. 

II. 

Die gegenseitige Lage der Fusspunktu c, Ifisst sich noch näher feststellen. 

Durch die sämmtlichen Punkte c geht eine Schaar -Schaar von Flächen 
n' r " Grades. Diese schneiden die Ebene (-4,^,) in einer Schaar- Schaar von 
Curven C", die durch £, gehn. Diese Schaar-Schaar ist durch drei Elemente be- 
stimmt, i. B. durch die drei ebenen Schnitte von {A^U) mit den drei Flächen 
f", f", /•;, die wir bezeichnen durch C", C,% Cf. Von dieser Schaar- Schaar 
geht eine einfache Schaar, ein Büschel, durch n; um diesen Büschel zu kennen, 
genügt es zwei beliebige Curven C zu kennen, welche durch n gehen. Wir 
wählen dazu 1) die Curve CJ aus der Schaar (C",C,*), d. h. CJ = (C",C,")t?. 
Da aber ausser n die n Punkter;, der Axe A x in dieser Curve liegen, so hat A x 
n- -\ Punkte mit 67 gemein, daher muss r," aufgelöst sein in die Gerade A, und 
eine Curve (»— 1)" M Grades durch die Punkte Wir wählen 2) C; = (C"Cf)n; 
C«" ist aufgelöst in die Gerade A 2 und in eine Curvo («—1)"" Grades. Diese 
beiden Curven (»— 1)'*" Grades sind unter sich identisch, wie aus der Anzahl 
ihrer gemeinschaftlichen Punkte &, hervorgeht. (Sie bilden nämlich beide den 
Durchschnitt der Ebene A,A, mit der oben betrachteten ersten Polare des Punktes 
y in Bezug auf f). Daraus folgt: Der Flächenbüschel n" n Grades durch die 
Punkte £ und n hat zur Fundamenlalcurve jene ebene Curve (»—1)"" Grades 
und ausserdem eine Raumcurve vom Grade n 3 — n + 1, sie heisse A r " t ~" +I . Auf 
der ersten liegen die Punkte £„; auf A r liegen die Fusspunkte $j der Normalen 
von n auf f. Und da alle Sehnen einer Raumcurve A*', die durch einen Punkt 
derselben gezogen sind, einen Kegel vom Grade (x — 1 erzeugen, so kann 
man auch sagen: die Normalen von einem beliebigen Punkte n auf f* liegen 
auf einem Kegel vom Grade n u. Wir haben also folgenden Satz: 

Durch einen beliebigen Punkt n Imsen sich auf eine Fläche »"" Grades 
f im Allgemeinen n(n 2 ~n + 1) Normalen n£, fällen. Die Fusspunkte derselben 
£, liegen mit dem P,mkte n in einer Raumcuree vom Grade (« J -«+l), nämlich 



Digitized by Google 



F. August, über Normalen algebraischer Flächen. 



245 



jy jj e jVormo/e» n$, liegen mithin alle auf einem Kegel vom Grade 
(»'-»). 

Dies Ifisst sich auch so aussprechen: 

Die Normalen einer Fläche n ,ra Grades f bilden ein Strahlensystem 
von der Ordnung »(«*— n+1) «nd ton der Klasse n(n— 1). 

(Dass in jeder Ebene e «(»-1) Normalen von f* liegen, folgt wie 
oben aus der Betrachtung der ersten Polare des Punktes y in Bezug auf ['. 
wo y der gemeinschaftliche unendlich entfernte Punkt der Geraden ist, die senk- 
recht auf e stehen. Die Normalen auf f in den Durchschnittspunkten dieser 
Polare mit f und e sind die in e liegenden.) 

Im Besondern lassen sich auf eine Fläche zweiten Grades sechs Normalen 
«I, von jedem Punkte n fällen, und die sieben Punkte n und £, liegen in einer 
Raumcurve dritten Grades N*; die sechs Normalen liegen mithin auf einem 
Kegel zweiten Grades. Sämmtliche Normalen einer Fläche zweiten Grades 
bilden ein Strahlensystem sechster Ordnung und zweiter Klasse. 

Auf eine Fläche dritten Grades lassen sich von einem beliebigen Punkte 
n 21 Normalen Tii", fällen; die 22 Punkte n und £, liegen auf einer Raum- 
curve siebenten Grades AT 7 ; die 21 Normalen 7i£, liegen mithin auf einem 
Kegel sechsten Grades. (Das letztere ist hier und bei höheren Graden ohne 
Interesse, da ein Kegel sechsten Grades erst durch 27 Generatrices bestimmt 
ist, also durch jene 21 nicht bestimmt wird.) Sämmtliche Normalen einer 
Fläche dritten Grades bilden ein Sirahlensystem einundzwanzigster Ordnung 
und sechster Klasse u. s. f. 

Berlin, im August 1867. 
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Beweis des Fundamentalsatzes der Invarianten- 
theorie. 

(Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 



In der fundamentalen Begründung der Invariantcnlheorie, durch welche 
Herr Aronhold dieses ganze Gehiet auf ein einziges, von jeder YYillkörlichkeit 
befreites und der grössten Ausdehnung fähiges Princip zurückgeführt hat, wirft 
sich das Hauptgewicht auf die Frage, wie gros» für eine gegebene homogene 
Function in einem System von Grundformen die Anzahl derselben vorausge- 
setzt werden darf, wenn dasselbe nur voneinander unabhängige enthalten soll, 
weil nur bei gesicherter Kenntniss dieser Fundamenlalzahlen beurtheilt werden 
kann, ob gegebene Functionen F und F' durch lineare Substitutionen ineinander 
Iransformirt werden können, und durch wieviel Substitutionen dies erreicht 
werden kann. 

Die Anzahl der voneinander unabhängigen Invarianten einer homogenen 
Function, mit welcher alle übrigen Fundamenlalzahlen gegeben sind, ist bis 
jetzt auf zwei verschiedenen Wegen bestimmt worden, zuerst durch Abzahlung 
der Transformationsbedingungen und der xu eliminirenden Substilulionscoef- 
ficienlen, dann mittelst der partiellen Differentialgleichungen der Invarianten- 
Iheorie. Bemerkenswerlhe und den allgemeinen Fall bildende Abweichungen 
von den bei diesen Beweisen vorausgesetzten Verhältnissen, welche sich mir 
bei andern Untersuchungen darboten, haben mir gezeigt, dass beide Beweise 
unzureichend sind und übereinstimmend das voraussetzen, was sich bei genauerer 
Betrachtung als die Hauptfrage für den zu leistenden Beweis herausstellt. 

Bezeichnet («, p) die Anzahl der Coefficienlen einer homogenen Function 
F vom p"" Grade und « Variabcln, so ist («, p) auch die Anzahl der Bedin- 
gungen für die Transformation dieser Function in eine andere mittelst einer 
gegebenen linearen Substitution. Durch Elimination der n.n Subslitutions- 
coefficienteu ergeben sich dio Transformationsrelationen, also die absoluten 
Invarianten von F. 

Nimmt man nun an, unter den ursprünglichen Transformationsbedingungen 
lasse sich eine Gruppe von n.n Gleichungen auswählen, welche in Bezug auf 
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die SvbstiMionscoefficienten voneinander unabhängig sind, so wird die Anzahl 
der Transformationsrelationen, also der absoluten Invarianten 

a = (», p) — »*. 

Wenn aber eine solche Gruppe von n.n Gleichungen nicht exisliren sollte, so 
wQrde mit Rücksicht auf den Umstand, dass die ursprünglichen Transformations- 
bedingungen bei der von ihnen geforderten Wahl von F' nie auf einen Wider- 
spruch führen können, folgen, dass bei der Transformation von F in eine mit 
möglichst viel willkürlichen Coefficienten versehene Function F' 

1) nicht alle Subslitutionscoefficienten bestimmte Werthe erlangen, son- 
dern eine Anzahl u derselben willkürlich bleibt, und in Folge dessen 

2) die Anzahl der Transformationsrelationen um u Einheilen grösser 

# 

ist als die durch Abzählen gefundene normalmässige Anzahl u> = («,/>) — »' 
derselben. * 

Es würden demnach auch die merkwürdigen Folgerungen wegfallen, 
oder einer durchgreifenden Modifikation bedürfen, welche sich in der Lehre 
von den zugehörigen Formen und den Covarianten an die Voraussetzung 
knüpfen, dass durch das Resultat der Transformation die anzuwendende Sub- 
stitution völlig bestimmt sei. 

Im 65'"" Bande dieses Journals pag. 267 ist die Frage nach der An- 
zahl voneinander unabhängiger Invarianten von der Untersuchung des Systems 
partieller Differentialgleichungen 

i) ik ij = o 

abhängig gemacht worden, denen alle absoluten Invarianten und nur solche 
genügen, und gezeigt worden, dass jede Gleichung, welche sich aus diesen 
n . n Gleichungen durch Differentiiren und Elimination der höhern Derivirten 
ergiebt, aus Gleichungen des Systems auch linear zusammengesetzt werden 
kann. Dieser Nachweis reicht jedoch zu der daraus gezogenen Folgerung nicht 
aus, indem die übrigen Sätze, auf welche dieso sich stützt, eine Bedingung 
enthalten, welche in jedem besondern Falle als erfüllt nachgewiesen werden muss. 

Wenn ein System linearer und in den Derivirten homogener Differential- 
gleichungen erster Ordnung, wie das obige, durch Differentiiren und Elimination 
der höhern Derivirten nur auf Combinationen der ursprünglichen Gleichungen 
führt, so nenne ich dasselbe ein vollständiges, und schliesse dabei absichtlich 
den Fall nicht aus, wo in dem System selbst auch noch Gleichungen ent- 
halten sind, welche aus andern linear folgen; solche Gleichungen nenne ich 
überzählige. 
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Befreit man ein tollständiges System von seinen überzähligen Gleichungen, 
so hört es nicht auf, ein vollständiges zu sein. 

Ein von allen überzähligen Gleichungen befreites vollständiges System 
hat stets soviel, und niemals mehr voneinander unabhängige Lösungen, als 
die Anzahl der Variabein, vermindert um die Anzahl der Gleichungen beträgt. 

Ist daher in einem vollständigen System: N die Anzahl der Variabein, 
M die Anzahl der Gleichungen überhaupt und p die Anzahl der überzähligen, 
so ist die Anzahl seiner voneinander unabhängigen Lösungen — N— M+,u. 

Wenn daher in obigem System von Differentialgleichungen die Anzahl 
der überzähligen u ist, so folgt : 

1) Die Anzahl der voneinander unabhängigen absoluten Invarianten 
von F, d. i. die Anzahl der Transfurmalionsrelationen ist (n,p) —n'+u = to-rfi, 
also um u Einheiten grösser als die durch Abzählen gefundene normalmässige: 

2j bei der Transformalion von F in F' können daher n 7 — u Coefficienten 
von F* willkürlich angenommen werden, und dann schon sind die übrigen 
bestimmt; 

3) bei dieser Transformation bleiben fi Substitulionscoefficienten will- 
kürlich. 

Aus diesen Erörterungen in Verbindung mit den Vorangehenden er- 
giebt sich zur Genüge nicht blos die Notwendigkeit einer genauen Bestimmung 
der Zahl </, sondern auch, dass hier der Schwerpunkt aller Zahlenbestimmungen 
der Invariantenlheorie liegt. Auf der andern Seite ist es klar, dass eine be- 
sondere Untersuchung über die Zahl u nur in dem Falle überflüssig sein würde, 
wo die Grundformen entweder unmittelbar aus den ursprünglichen Trans- 
formationsbedingungen, oder durch directe Integration der partiellen Differential- 
gleichungen abgeleitet werden, weil nur in einem dieser Fälle die genaue 
Anzahl der Transformationsrolationen sich von selbst ergiebt. 

Die Zahl u kann durch die Lösung der Aufgabe gefunden werden, 
Ii.» Coefficienten X so zu bestimmen, dass für jede beliebige Function Ff 

2 1* D, k n 

ll 

Null wird, indem die Anzahl derjenigen /. ist, welche hierbei willkürlich 
bleiben. Vermöge der Willkürlichkeit von 77 ergeben sich hieraus n,p) 
Gleichungen, welche man erhält, indem man nacheinander Fl durch die ver- 
schiedenen Coefficienten von F ersetzt. 

Wäre man im Stande, unter diesen \n,p) Gleichungen irgend eine 



Digitized by Google 



Christof fei, Beweit de» 



der Intariuntenlheorie. 249 



Gruppe von n.n Gleichungen zu ermitteln, von denen sich beweisen lässt, 
dass ihre Determinante von Null verschieden ist, so würde jedes i. = 0 folgen, 
also auf dem direclesten Wege bewiesen sein, dass i* = 0 ist. 

Bei einer allgemeinen Begründung der Invariantentheorie hindert aber 
nichts, die auf vorstehende Art deflnirle Zahl u vorläufig in der Theorie mit- 
zuführen, bis sich bequeme Hülfsmittel zu ihrer allgemeinen Bestimmung dar- 
bieten, und diese finden sich, wie die folgenden Betrachtungen zeigen, für die 
homogenen Functionen in der Lehre von den zugehörigen Können, welche 
den Beweis des Satzes, dass für p^>2 stets fi=0 ist, ohne Schwierigkeit 
gestattet. 

i. 

Wir setzen also voraus, dass dio Bestimmung der Coefficienten l auf 
u voneinander unabhängige Lösungen 

• • • Kt 

führt, aus denen sich jede andere nach der Formel 

zusammensetzt. Diese besondern Lösungen unterwerfen wir mit Rücksicht 
auf unsere spätem Untersuchungen der offenbar zulässigen Bedingung, dass sie 
ausser Coefficienten von F kein anderes willkürliches Element enthalten sollen. 

Bei dieser Voraussetzung schliesst man aus der oben nachgewiesenen 
Anzahl absoluter Invarianten in bekannter Weise, dass die Anzahl voneinander 
unabhängiger Invarianten überhaupt 

ist. Dieser Schluss erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn gar keine absolute 
Invariante existirl , also für /» > 2 nur, wenn n = 2, p = 3 ist. Für diesen 
Fall bat Herr Aronhold durch Integration der Differentialgleichungen gezeigt, 
dass eine einzige Invariante, also keine absolute exislirt, weshalb in diesem 
Falle u = 0 ist. 

2. 

Sei, mit den zugehörigen Polynomialcoefficienlen («,<*,...) geschrieben, 

¥ = «(«,«,. ..)a.,. t . . 

Um zugehörige Formen mit den Variabein m?, ... zu finden, erhebt man 
die lineare Function V =u k x,-f « 2 a?H in die />" Potenz, und sucht In- 

Journ»! für M.thenwtik Bd LXVUL Heft 8. 32 



250 Chriiloffel, Beteeis de* 



der Invariantentheorie. 



Varianten der homogenen Function F+ W, wo / einen constanlen Parameter 
bedeutet. Ist also 77(a a0) ...) eine Invariante von F, und von den m unab- 
hängig, so wird bekanntermassen 

TI' = /7(a Bi0 ,... + ^?' »?'...) 
im weitem Sinne eine zugehörige Form, vorausgesetzt, dass TV nicht von den 
Variabein u, oder bei willkürlichen w nicht vom Parameter / unabhängig ist. 

Nun erkennt man durch DifTerentiiren sofort dass, welche Function der 
Coefficienten von F allein 77 immer bedeuten mag, die aus ihr abgeleitete IT 
nur dann bei beliebigen Werthen der « von / unabhängig sein kann, wenn FI 
selbst von allen a unabhängig ist. 

Also liefert jede wirkliche Invariante FI ton F auch eine wirkliche 
zugehörige Form FT'. 

Die Anzahl der in Bezug auf die n Variabeln w voneinander unabhän- 
gigen zugehörigen Formen kann niemuls grösser als « sein. Um die Frage zu 
entscheiden, wann diese Zahl erreicht wird, betrachten wir vorläufig den Fall, 
wo F mindestens n von einander unabhängige Invarianten II t (a aai j hat. 
«= 1, 2, ... «. Dann sind die Functionen n, = 77, (a„ i( ,_ + Zu?'«?'...) nach dem 
Vorangehenden wirkliche zugehörige Formen. Wären diese in Bezug auf die 
Variabein u nicht unabhängig voneinander, so könnte man eine Function f so 
wählen, dass /"(77{, 77,, ... 77^) von den « unabhängig, also f(IIt, 77j,.. .77.) 
würde. Dann aber wäre dieser letztere Ausdruck nach dem Frühern von allen 
Coefficienten der Function F unabhängig, und 77,, ... 77. wären keine 
von einander unabhängige Invarianten 

Aus n voneinander unabhängigen Invarianten erhält man also auch n 
zugehörige Formen, welche in Bezug auf die Variabein u voneinander unab- 
hängig sind. 

Dies festgestellt, lösst sich leicht zeigen, dass für p > 2 selbst unter 
der Voraussetzung, sei nicht Null, die zugehörigen Formen in der normal- 
massigen Anzahl n vorhanden sein würden, d. h. dass unter den angegebenen 
Bedingungen die Anzahl der Invarianten i\ ^> n ist. 

Wenn nämlich u vou Null verschieden ist, so tritt der ungünstigste 
Fall für die Erfüllung der Ungleichheit 

(», /»)-«' -f ,tt+l ^i» 

ein für ju = 1, was 

(n^)^(»-l)(« + 2) 
giebt. Da ferner die linke Seite, sobald w> 1 ist, wegen der Gleichung 
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(*,/> + l) = {n,p) [l+ J^rf] mit f zugleich wächst, so tritt unter der Vor- 
aussetzung, dass p > 2 sei, der ungünstigste Fall ein für p = 3, was 

-fiLtilÖL±a^ (l( _i )(ll+ 2) 
giebt. Durch Beseitigung positiver Factoren kann man dieser Bedingung die Form 

geben, und dies ist für jedes ganzzahlige n der Fall. 

3. 

Durch Division mit einer Invariante kann man stets bewirken, dass 
eine zugehörige Form beim Uebergange zu den transformirten CoefGcienten 
und Variabein ganz ungeändert bleibt. Solche zugehörige Formen sind durch 
das Gleichungssystem 

». y+ H„ = o 

bestimmt. 

Man überzeugt sich leicht, dass auch diese Gleichungen ein vollständiges 
System bilden. Ist daher ,</, die Anzahl der überzähligen Gleichungen dieses 
Systems, so ist die Anzahl seiner voneinander unabhängigen Lösungen: 

H+ [n, p) — n 1 + ft i - 

Verwendet man aber zu einem vollständigen System voneinander un- 
abhängiger Lösungen der vorstehenden Gleichungen möglichst viel, also 
(»,/>)— absolute Invarianten, so bilden die zur Vervollständigung des 
Systems erforderlichen Lösungen ein System von zugehörigen Formen, welche 
in Bezug auf die Variabein « voneinander unabhängig sind, und aus denen 
sich mit Hinzuziehung von Invarianten jede andere zugehörige Form zusammen- 
setzen lässt. 

Die Anzahl der in Bezug auf die Variabein u voneinander unabhängigen 
zugehörigen Formen ist demnach: 

n + /'i-/*. 

Wäre nun, immer unter der Voraussetzung /»>2 der Fall möglich, 
dass fi von Null verschieden ist, so würde aus dem Schlüsse des vorigen art. 

/'i = A* 

. folgen. Lässt sich beweisen, dass hierin ein Widerspruch enthalten ist, so 
ist bewiesen, dass u nicht von Null verschieden sein kann. 

32* 
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Der Voraussetzung gemäss ist die Anzahl derjenigen A, welche will- 
kürlich bleiben, wenn man aus dem Ausdrucke 

alle Derivirtcn von V climinirl. Da das erste Glied nur Derivirten nach 
Coefficienten von F enthfill, so muss es für sich verschwinden, also k,„ die 
in art. i. angegebene Form 

e 

haben, wo die Grössen if» von allen willkürlichen Elementen, namentlich den 
w völlig frei sind. Die « Coefficienten c müssen jetzt so gewählt werden, 
dass auch das zweite Glied identisch verschwindet. Man erhält also die « 
Bedingungsgleichungen 

£c f £u t i!L=0 (1 = 1,2,...») 

zwischen den ,« Grössen c, und es wird jetzt die Anzahl derjenigen c, 
welche hierbei willkürlich bleiben. 

Nimmt man aber an, fi sei von Null verschieden, so muss //, = ii sein, 
also jedes c willkürlich bleiben. Dies ist nicht anders möglich, als wenn 
für jedes i und p 

2uX = 0 

ist, und zwar für alle Werlhe der unabhängigen Variabein w,, Kj, ... «.. 

Da aber die Coefficienten >.;* von den u völlig unabhängig sind, so 
müssen sie alle Null sein, was mit der Annahme, u sei von Null verschieden, 
im Widerspruche steht. Folglich ist, für />>-2, diese Annahme selbst un- 
zulässig. 

Wenn aber ,u=Oist, so ist umsomehr ,"i = 0, da »— u,— p nicht grösser 
uls n, also ft t nicht grösser als ,u sein kann. Da dies offenbar auch für 
die Differentialgleichungen der Covarianten gilt, haben wir also den zu be- 
weisenden Satz: 

Die Ansaht der voneinander unabhängigen Invarianten sowie alter übrigen 
Grundformen ist für jede homogene Function, deren Grad grösser als 2 ist, die 
normalmässige. 

Zürich, 19. December 1867. 



Digitized by Google 



253 

Theorie der bilinearen Functionen. 

(Von Heim E. B. Ckruloffel in Zürich.) 



e in meiner vorangehenden Arbeit für die homogenen Functionen 
bewiesenen Lehrsätze lassen sich mit Leichtigkeit auf den Fall ausdehnen, 
wo die zu transformirendc Function F in Bezug auf p Systeme von je » 
Variabein linear und homogen ist, und überdies auf jedes Variahelnsyslem 
dieselbe lineare Substitution angewandt wird. 

Setzt man nämlich in F alle diejenigen Variabein einander gleich, für 
welche dieselbe Substitution gilt , so geht F in eine homogene Function 4» 
von der //'" Ordnung und n Dimensionen über, welche, sobald p>3 ist, die 
normalmässige Anzahl n voneinander unabhängiger zugehöriger Formen besitzt. 
Diese zugehörigen Formen von *l> sind aber auch zugehörige Formen von 
F und nur insofern spocialisirt , als sie die Coefficienten von F nur in den- 
jenigen Verbindungen enthalten, zu denen diese sich beim lebergnnge von 
der p-fach linearen Function F zur homogenen Function «/» vereinigt haben. 

Da hiernach F ebenfalls die normalmässige Anzahl « voneinander un- 
abhängiger zugehöriger Formen besitzt, so ist bei der Transformation von F 
durch das Resultat derselben die anzuwendende Substitution insofern völlig 
bestimmt, als sie keine willkürlichen Constanlen enthalten kann. Folglich sind 
auch die übrigen Grundformen in der normalmässigen Anzahl vorhanden, und 
die Anzahl der voneinander unabhängigen Invarianten ist z. B. —n v ~ w 1 +1. 

Für den Fall p=2 verlieren diese Sülze ebenso, wie bei den homogenen 
Functionen ihre Gültigkeit, nur dass dio Erscheinungen, welche diese Ausnahme- 
fälle darbieten, und welche über die hier erwähnten Transformationsprobleme 
hinaus zur allgemeinen Regel werden, bei den bilinearen Functionen voll- 
stündiger hervortreten, als bei den homogenen Functionen zweiter Ordnung. 
Die Frage nach den Grundformen einer bilinearen Function 
F = S { gh ) x s y,, ; (g, h = 1 , 2, . wj 
erledigt sich am einfachsten durch die wirkliche Darstellung derselben. Wir 
werden in art. I. für die Function F im Ganzen [y] absolute Invarianten *), 

*) Unter j^yj wird im Folgenden stets die grösste in — enthaltene ganze Zahl 
verstanden. 
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zugehörige Formen und ebensoviel Covarianten darstellen. Aus ihrer 
Beziehung zum Transformationsprobleme wird dann zunächst der Nachweis 
geführt, dass diese Formensysteme vollständig sind. Dass sie auch von über- 
zähligen Formen frei sind, also uur voneinander unabhängige enthalten, er- 
giebt sich dann durch folgende Ucberlegung. 

Die wirkliche Anzahl / der voneinander unabhängigen absoluten In- 
varianten ist unter allen Umständen gleich der normalmässigen, vermehrt um 
die Anzahl u von Substitutionscoofficienteu, welche bei einer zulässigen Trans- 
formalion von F willkärlich bleiben; für die bilinearen Functionen ist also I=u. 
Die stets zulässige Transformation von F in sich selbst (art. II) zeigt aber, 

dass allgemein u = [y] , also gleich ist der in art. I. gefundenen Anzahl von 
absoluten Invarianten. Folglich ist dieses Formensystem nicht nur vollständig, 
sondern auch frei von überzähligen Formen. Daraus ergiebt sich dann nach 
dem in meiner vorigen Arboit benutzten Princip, dass die aus diesem Invarianteu- 
systeme hervorgegangenen zugehörigen Formen und Covarianten. soweit sich 
solche wirklich ergeben konnten, ebenfalls voneinander unabhängig sein müssen. 

Dies festgestellt, ergiebt sich mittelst des von Herrn Aronhold gelehrten 
Verfahrens für die absoluten Invarianten 17 von F sehr leicht das System von 
»B Differentialgleichungen 

(A.) n, k n = o, 

wo 

ist, und welchem alle absoluten Invarianten und nur solche genügen. 

Dieses System ist ein vollständiges. Bezeichnet man nämlich, was bei 
allen Untersuchungen dieser Art grosse Vortheile gewährt und im Folgenden 
beibehalten wird, durch das Zeichen 

Ö) 

die Null oder Eins, jenachdem k von i verschieden oder ihm gleich ist, so 
findet für jede Function der Coefficienten von F die identische Gleichung 

(B.) D ef ,D, k n^D, t D eh II = (£)D A n~(*)D gh n 

statt , welche Herr Clebach bereits im 65 ,,,n Bande dieses Journals pag. 268 
für die homogenen Functionen, wenn auch in verschiedene Fälle zerlegt, auf- 
gestellt hat; dieselbo hat ganz allgemeine Gültigkeit. Sie zeigt, dass jede 
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Gleichung, welche aus dem System (A.) durch Differentiiren und Elimination 
der höhern Derivirten hervorgeht, auch aus Gleichungen des Systems linear 
zusammengesetzt werden kann. 

Da aber im System (A.) die Anzahl der Variabein mit der Anzahl der 
Gleichungen übereinstimmt, so ist die Anzahl u der Oberzähligen Gleichungen 
dieses Systems gleich der Anzahl seiner Lösungen, also 

• w = Lt]< 

während es für p > 2 stets Null ist. 

Für die zugehörigen Formen V und die Covarianten 4> ergeben sich, 
wenn jede durch eine geeignete Invoriunte dividirt wird, die Glcichungssystcme 

deren Vollständigkeit man leicht beweist. Dieselben sind ausserdem von über- 
zahligen Gleichungen frei. In der That ist die Anzahl der Lösungen des 
ersten Systems, nämlich der absoluten Invarianten und zugehörigen Formen 
zusammengenommen, = [y] + [-^— ] ~~- «, also die normalmässige : dasselbe 
gilt vom andern System. 

Für die Zwischenformen 6 erhält man, wenn jede durch eine geeignete 
Invariante dividirt wird, das Gleichungssystem 

Dasselbe ist ein vollständiges, und, wie aus dem für die Systeme (C.) ge- 
rührten Beweise hervorgeht, von überzähligen Gleichungen frei: die Anzahl 
seiner voneinander unabhängigen Lösungen ist daher 2«. 

Verwendet man aber zu einer vollständigen Lösung dieses Systems 
möglichst viel absolute Invarianten, zugehörige Formen und Covarianten , so 
bleiben 2» - [y] -2 . py^] = [y] eigentliche Zwischenformen übrig, welche 

1) mit den zugehörigen Formen ein System von « in Bezug auf die 
Varia beln «, 

2) mit den Covarianten ein System von n in Bezug auf die Variabein x, 

3) mit beiden und den absoluten Invarianten ein System von 2« in Bezug 
auf die Coefficienten von F voneinander unabhängigen Functionen 
bilden. 

Diese Zwischenformen bilden also eine selbstständige Gattung von 
Ausdrücken, indem sie sich aus den übrigen Grundformen nicht zusammen- 
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setzen lassen, und begründen insofern einen der wesentlichsten Unterschiede 
zwischen den hilinearen und den Functionen von höhern Ordnungen. In der 
Thal besieht auch für jede dieser letztem ein System von 2« Zwischenformen, 
welche in Bezug auf die Variabein x und w voneinander unabhängig sind. 
Verwendet man aber zu einem solchen System vollständige Systeme von zu- 
gehörigen Formen und Covarianleu, so bleibt keine Zwischenform mehr übrig, 
woraus hervorgeht, dass in diesem Falle jede Zwischenform aus zugehörigen 
Formen und Covarianten zusammengesetzt werden kann, vorausgesetzt, dass 
diese sämmllichen Formen durch Division mit einer Invariante in der mehrfach 
erwähnten Weise modificirl worden sind, wozu man stets mit ein und derselben, 
nicht absoluten Invariante und ihren Potenzen ausreicht. 

Der Grund von dieser und jeder andern Abweichung der bilinearen 
Functionen vom Verhallen der Functionen höherer Ordnungen liegt darin, dass 
für die letztern die oben durch u bezeichnete Zahl stets Null ist, und es geht 
hieraus hervor, dass neben der Herstellung der Grundformen sich bei den 
bilinearen Functionen noch folgende beiden, bei der hier vorausgesetzten Gattung 
von Transformationsproblemen für sie allein existirenden Aufgaben darbieten: 

1) Die Transformalion einer bilinearen Function in sich selbst und 
der Nachweis der willkürlichen Elemente in der hieraus entspringenden Sub- 
stitution; 

2) der directe Nach wob derjenigen [y] Gleichungen, welche im 
System (A.) überzählig sind. 

Wegen der Hülfsmitlel, welche bei der Herstellung der Grundformen 
benutzt werden, und der Anwendung der zugehörigen Formen zur Bestimmung 
der Substitution verweise ich auf die fundamentale Abhandlung des Herrn 
Aronhold im 62"'" Bande dieses Journals. 

I. Die Grundformen der bilinearen Function F. 

iMan verificirl leicht, dass die Determinante 
P = 2±{\\){22)...{tm) 

dem Gleichungssystem 

D. k P = 2(j)/> 

Genüge leistet: also ist P Invariante von F, und wenn r die stets von Null 
verschiedene Substitutionsdeterminanto bedeutet, die Transformirte von P 

P" = rP. 
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Dies festgestellt, sei die aas F durch Vertauschung der Variabeinsysteme 
hervorgehende bilineare Function, 

% = S(gh)y e x h = 8{hg)x g f k . 
Da bei beiden Variabeinsystemen dieselbe Substitution vorausgesetzt wird, so 
hnt $ dieselben Invarianten wie F, und alle simultanen Invarianten von F 
und $ sind zugleich Invarianten von F. Dasselbe gilt demnach auch von den 
Invarianten der Function *F+,uft, solange /, /< constante Werthe haben. 

Setzt man daher den Coefficienten von x g y h in dieser Function, nämlich 

W + ,"(*</) = M, 

so folgt, dass auch 

.£•±[11] [22] ... [«»] = /7(A,/i) 
eine Invariante von F ist, und zwar für alle constanten Werthe von X und 

Für die Anwendungen der zugehörigen Formen ist es nöthig, die ein- 
fachen Voraussetzungen der Einleitung zu verlassen, und statt der Variabein 
« allein zwei Variabeinsysteme einzuführen. Wir suchen demnach simultane 
Invarianten von i.F-\-ju$ mit dem Producte zweier linearen Functionen 
U = 2u g x g , U' - Zu h y h , also der bilinearen Function 

Ui = Su g u h x g y h . 
Aus dem Vorangehenden ergiebt sich die Invariante 

[11]+««,«; [12] + ««,«; . . 

[2i]+ an,«; [22J+«*»; . . 

welche für a = 0 in IJ{X,u) übergeht. Dieselbe ist in Bezug auf « linear 
und bleibt ungeändert, wenn man 1 mit u und zugleich das System der Variabein 
« mit dem der «' vertauscht. Setzt man sie = 17(1, u) + a V(X, u; u, «'), so 
hat auch V die zuletzt erwähnte Eigenschaft, und es wird, wenn durch 

die aus einer Aenderung des Elementes [gh] entspringende Unterdeterminante 
von T7('k,u) bezeichnet wird, die gesuchte zugehörige Form 

V(x, .«, «, w 7 ) - Sn eh (l,fi)u g u\ t 
also eine bilineare Function der Variabeinsysteme «, «'. In Delerminantcnform wird 



-«, [11] [12] . . . [1»] 
-«., [21] [22] . . . [2»] 



[ui] [»2] . . . [»»] 
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Um bilineare Covarianten zu erhalten, setzen wir 

dF y *^ y 

und suchen simultane Invarianten von ÄF+.iig mit dem Producte der linearen 
Functionen SX h f s , — Y g x h , indem wir die Coefücienten X, Y wie Con- 
stanten behandeln. Das Vorangehende zeigt, dass die hieraus fliessenden Co- 
varianten erhulten werden, wenn man in ¥' jedes u, u durch das entsprechende 
y, X ersetzt; also ergiebt sich die Covarianle 

4* (k, it ; x, y) = ,« ; Y, X) 

Was die Beziehung zwischen diesen und ihren Transformirten betrifft, 
so folgt aus der Grundeigenschaft von P, aus welchem die Vorstehenden als 
Kntwicklungscoefficienten entspringen, 

77' = r 17, V - r 1 V, </>' = r </>. 

Wir werden nun zunächst zeigen, dass diese Gleichungen für die 
Möglichkeit der Transformation von F in F' und die Bestimmung der dies 
leistenden Substitutionen nicht bloss erforderlich sind, sondern auch hinreichen, 
sobald sie für alle Wertbe von l und u erfüllt sind, d. h. dass die vermöge 
der Willkürlichkeit von i. und ,« aus //, V, </» hervorgehenden Formen hin- 
reichen, um aus ihnen jede andere Form derselben Art zusammenzusetzen. 

In der Thal wird für A = l, ,« = 0 identisch <7» — 77(1, 0)F, also 
0' = 77'(1,O)F' und 77'(1, 0)F' = r 3 77(l, 0)F, endlich, weil 77,1, 0) = 
r 5 77(l, 0) ist, F' m F, w. z. b. w. 

Dass in der Gleichung F'fI = F/J' alle für die Möglichkeit der Trans- 
formation von F in F' erforderlichen Bedingungen enthalten sind, hat zuerst 
Herr Kronecker in seiner Abhandlung über die bilinearen Functionen von 
gerader Dimension n *) durch direcle Transformation derselben in eine Normal- 
form bewiesen. 

Um die Anzahl der Formen zu übersehen, welche in obigen Ausdrücken 

wegen der Willkürlichkeil von i und ,« enthalten sind, setzen wir 

W-K*0 _ „ ('*)-(*'; _ (> 
2 " " u ' 2 

woraus allgemein 

(i*) = + J a , a kl = a, k , tJ k , = - <J l4 
folgt. Wird alsdann noch 

A + ,u = *, Ä-fi = t. 
*) Monatsberichte der Berliner Akademie, Sitzung v. lö.Oetober 1866pag.601 u. f. 



Digitized by Google 



Chrittoffel, Theorie der bilinearen Functionen. 



259 



also 

Iii] = «fc+tf« 

gesetzt, so wird 

o «; «; 

• 

woraus 17 durch Weglassung des aus den « und w' gebildeten Randes er- 
halten wird. 

Vertauscht man nun ). mit u, und jedes u mit dem entsprechenden u, 
so wechselt / sein Zeichen, s, TT und V bleiben ungcänderl. Da nun // 
von den Variabein u, n unabhängig ist, so hat seine Entwicklung die Form 

77 = 8 m TT„+s- 7 ( > rT, + $-*t , TT 4 + 
wahrend, wenn entwickelt 

v = «^-' y, + ^, + ■ ■ 
ist, die Entwicklungscoefficienten W„ bilinenre Functionen der Variabein u, »' 
sind, welche bei der Verlauschung der beiden Variabelnsysleme entweder 
ungeändert bleiben, oder nur ihr Zeichen wechseln, ersteres bei ungeradem, 
letzteres bei geradem o. 

Setzt man daher, um den in der Einleitung vorausgesetzten Fall zu 
erhallen, jedes u dem entsprechenden u gleich, so fallen alle '/'„ mit geradem 
Index weg. und es ergeben sich nun Invarianten, [•~^— J zugehörige 

Formen mit einem einzigen Variabeinsystem, also ebensoviel Covarianten der- 
selben Art. aus denen alle Formen gleicher Gattung zusammengesetzt werden 
können. Dass sie auch voneinander unabhängig sind, lässl sich aus der Ein- 
richtung der Elemente von V erkennen, wird sich aber auch im folgenden 
art. ergeben. 

Von den besondern Fällen, welche sich hier darbieten, und welche 
alle auf bekannte Determinantensülzc hinauskommen, heben wir einen des 
Folgenden wegen hervor. Für ein ungerades n wird nämlich !F,, wie man 
ans dem Ausdrucke für !F erkennt, wenn man * = 0, / = 1 setzt, das Product 
aus einer linearen Function der » und der nämlichen Function mit den Variabein 
m'. Folglich kann die bilineare zugehörige Form H' n durch eine in den « 
lineare ersetzt werden, welche wir durch w(v) bezeichnen werden, so dass 
r.-*(«)*(flfl wird. 

33» 
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II. Transformation der bilinearen Function F in sich selbst. 

Sei 

= y, = 

die Substitution, durch welche F in 

übergeführt wird, und 

die in den zugehörigen Formen auszuführende transponirte Substitution, welche 
für beide Variabeinsysteme der u und u gilt. 
Soll nun allgemein 

(gh)' = (gk) 

sein, also durch die vorausgesetzte Substitution / in sich selbst mit andern 
Variabein transformirt werden, so folgt aus der Gleichung 77' = r'77, dass 

r 2 = 1 

sein muss. 

Der bessern Uebersicbt wegen setzen wir von hier an 

A -f ,« = * = 1 , l — u — f, 

wodurch die Grundformen 77(i, /t), ^(A, /i ;«,«') , *P(l, ft ; x, y) in Functionen 
von / übergehen, welche wir durch 77(/), w'j, *l>(t;x,y) bezeichnen, 

und von denen die erste eine gerade Function von / ist. 

Beim obigen Werthe von r 2 ergiebt sich für die zugehörigen Formen 
die Gleichung 

(10 ¥V;*,«') = nutt 

oder 

2ii sh {t)v e t>\ = jsn^t)*,»',, 

welche für jedes / erfüllt sein muss. 

Wir beweisen zunächst, dass aus dieser Gleichung stets r J = l folgt. 
Vergleicht man nämlich beiderseits die Coefficienten von so folgt 

und wenn man mittelst dieses Ausdrucks die von Null verschiedene Determinante 
S±n u n n ...n m bildet, r ? = 1, wie erforderlich ist. 

Dies festgestellt, ist es notwendig, die beiden Fälle zu unterscheiden, 
wo « gerade oder ungerade ist. 
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Im ersten Falle, » = 2m, ist der Grad von in Bezug auf t um 
zwei Einheilen kleiner, als der Grad von 17. Scbliesst man nun den Fall 
aus, wo nicht alle Coefficienten von F willkflrliche und voneinander unab- 
hängige Werthe haben, so hat die Gleichung IT{t) — Om Lösungen I 2 — vt\ , 
f = u>j, ... C = w 2 m , die alle voneinander verschieden sind. 

Dividirt man jetzt die Gleichung (1.) durch i7(#), so ergeben sich 
aus ihr durch Zerlegung in Partialbrüche zwei Systeme von je m Gleichungen, 
welche den Wurzelfncloren /— tu,, f+w, entsprechen, und die Gleichung (i.) 
völlig ersetzen. Der erste Wurzelfactor liefert die Gleichung 

g n gh («>«) 9g ua = 2 n eh (wj u g «, ; 

beachtet man, dass /7„ A (— £o ( ) = —17^ (tu,) ist, so ergiebt sich aus dem andern 
Wurzelfactor die Gleichung 

£U f , s {(o,)v g t h = £n he {u),)u g u h . 

Multiplicirt man mit lf u (wj, wo k einen beliebigen Index bedeutet, so zer- 
fallen die vorstehenden Ausdrücke in Linearfactoren 

(2.) -E/7, t (w.)v-f/7 M KK = £n gl { Wt )u g .£n ih {u>.)u ht 

(3.) £n^{m^ f .£ J7 w (»>i = £n ks {m.)u g .£IT hk {u>>)u h . 

Da jedes e s lineare Function der « allein, und jedes c g dieselbe Function der 
m' allein ist, so folgt aus (2.) 

£ I7 g i(u>,)v g = a<£ n^to^u,,, 
s s 

wo alle a willkürliche Constanten und offenbar von k unabhängig sind. 

Vertauscht man hier die Variabein u und «', so vertauschen sich auch 
die c und und es folgt, dass die Gleichungen (3.) von selbst befriedigt sind. 

Also haben wir zur Bestimmung der gesuchten Substitutionen, durch 
welche bei geradem n = 2m die Function F in sich selbst transformirt wird, 
die 2m Gleichungen 

£rr gt (w,)iv e -o,* g ) = o, 

f n kl ,{io.){u g -a,t g ) = o, 

in denen der Index * gleichgültig ist, und durch jeden andern ersetzt wer- 
den kann. 
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Zur Bestimmung der inversen Substitution erhält man ähnliche Glei- 
chungen. Da die Determinante dieser Gleichungen, wie man durch Bildung der- 
selben leicht findet, von Null verschieden ist. so sind die Unbekannten t> als lineare 
Functionen der « mit den »i = [y] willkürlichen Constanten a bestimmt. 

Für ein ungerudes » = 2ro-rl sind V und TT vom nämlichen Grade in /. 
Folglich liefert die Parlialbruchzerfüllung in diesem Falle 1) ein System von 
2m Gleichungen der nämlichen Form wie das vorstehende, und 2) nach der Be- 
zeichnung am Schlüsse des vorigen arl. noch die Bedingung f r ,{r,t')= 1 F.(Ü,h' ). 
welche durch die einfachere f (•) = r. y(ti) ersetzt werden kann, und daher 
keine willkürliche Conslante in die gesuchte Substitution einführt. Folglich ist 
in dieser die Anzahl der willkürlichen Elemente wieder « — [-jg-]' 

Die Anzahl der willkürlichen Substitutionselemente stimmt daher in allen 
Fällen mit der Anzahl von absoluten Invarianten überein, die sich im vorigen 
art. ergeben haben, und es ist hiernach dieses Invariantensyslem nicht bloss 
vollständig, sondern auch frei von überzähligen Formen. Dasselbe gilt daher 
auch, wie schon bemerkt wurde, von den übrigen Formensystemen. 



III. Transformation von F in spcciello Formen. 

Für die Transformation von F in irgend eine gegebene Form F' haben 
wir demnach die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen 

n'{X,fi) = r'/7(i,,«), ^ 

von denen die erste die sämmtlichen Bedingungen für die Möglichkeit der 
Transformation enthält, die zweite die direcle und die dritte die inverse Sub- 
stitution liefert. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Substitution so zu bestimmen, 
dass F' in eine Summe von wt bilinearen Functionen 

A = S (gh)' i g % , {§, * = *,+!, «,+2, ...■,) 



f m = SfokYSgttt, (g, h = + 1, «„_, + 2, . *) 
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zerfällt, welche so gewählt sind, dass ein Variabeinpaar j", , /,,. welches in eine 
von diesen speciellen Functionen eingeht, in keiner von den übrigen mehr 
vorkommt. 

Auf dieselbe Weise, wie in arl. 1. 11(1, ft) aus F, V(A, u, «, «'} uud 
<fi(l,u,x,y) aus 77(A, ,«) abgeleitet wurde, leite man aus jeder der vorstehen- 
den, einer geringem Anzahl von Variabeinpaaren entsprechenden Functionen 
eine Invariante, zugehörige Form und Covariante ab, welche für die Function /".' 
durch 7i„ (*,,«), %{l,fi, v, c'), <y ,(>-,,",$*, ifj bezeichnet werden sollen. 

Dann wird offenbar für die Function 

die Invariante 

fJ'(X f fi) = ;t,(A, «)7? 2 (A, uj ... tt„(A, u), 
während die Uerleitung von V* und «/> aus 7/ sofort erkennen lfissl. dass 

W(.KPS y V (A, /x ; c, ? ; 

fi'(A,^) f «.(A,,,) 

ist. 

Setzt man diese Ausdrücke den der ursprünglichen Function F ent- 
sprechenden gleich, und zerfällt beiderseits in Partialbrüche, so zerfallen die 
hier auftretenden besondern Werthe der Functionen y>„, y 4 , V, * nach dem 
vorigen art. in Linearfactoren, und es muss nun jeder solche Linearfactor 
der einen Seile einem durch die Bedingung eines gleichen Nenners und ent- 
sprechender Variabein völlig bestimmten Linearfactor auf der andern Seite 
proportional gesetzt werden. 

Wir verfolgen dies nicht weiter, und ziehen aus dem Vorangehenden 
nur noch die folgende Bestimmung über die zulässigen Dimensionen der ein- 
zelnen Functionen /V. 

Setzt man wieder 1— /* = #= 1 , A — u=t, so werden beide Seiten 
der für die Möglichkeil der Transformation nothwendigen und ausreichenden 
Bedingungsgleichung 

r ft) = »i (Ä, ,u)ti 3 (A, ft) ... n m (i, ft) 

ganze Functionen von t\ und die linke Seite sowie die aufeinanderfolgenden 

Factorcn der rechten in Bezug auf F vom Grade [y], 2 ], ... 

[ W ~^ > "~' j - Damit diese Gleichung bei willkürlichem / durch geeignete Wahl 
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der Functionen f\ befriedigt werden könne, ist es also erforderlich, das? 
beide Seiten in Bezug auf / vom nämlichen Grade sind, also 

[*]+[ a T i ]+ : -+F=S ä ] - [t1 

ist. Bezeichnet aber « die Anzahl derjenigen Functionen fl, welche von un- 
gerader Dimension sind, so ist die linke Seite offenbar 

n — b 

— T~ 1 

und daraus folgt, dass unter den Functionen f t . /£, . . . f' m sich für ein ge- 
rades n keine, für ein ungerades n nur eine einzige ton ungerader Dimension 
befinden darf. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die verlangle Transformation 
von F stets möglich. 

Nimmt man daher, um die grösste Vereinfachung zu erhallen, die Di- 
mensionen sämmtlicher Functionen /t so klein wie möglich, so zerfällt F' für 
ein gerades « in eine Summe von binären Functionen, wozu für ein un- 
gerades n noch ein eingliedriger Ausdruck kommt. Der erste von diesen 
Fällen liefert die von Herrn Kronecker in der oben erwähnten Abhandlung 
zuerst eingeführte Normalform. 

IV. Die Zwischentormcn und die überzähligen Differentialgleichungen der 

absoluten Invarianten. 

Um eine grössere Anzahl von Zwischenformen zu erhalten, aus denen 
sich dann die vorzugsweise charakteristischen zusammensetzen lassen, suchen 
wir mit Ausscheidung von früher bestimmten Formen simultane Invarianten von 

lF+u% = 8{gh]x g if h 

mit den linearen Functionen 

U = Zn t w„ V= 2X e y e , W = Ss% U , 

indem wir schliesslich 

setzen, wodurch V und W in F und § übergehen. Vermehrt man also in 
17(1, fi) jedes Element [gh] um 

vj gh = au s X h + ßu g I h -\-yu H i g -{-^u k Xg, 

entwickelt dann nach Potenzen von a, ß, y, J, so ergiebt sich 

/7(A, ,u) + a<M ß0 2 + y0> + Ö6< + • ■ • , 
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wo die Entwicklungscoefficienten der linearen Glieder, welche wir allein be- 
rücksichtigen, die Ausdrücke 

6, = Sir gh .u„X h , 

& 3 = s/7 fiA .M,, x„, 
0« = sn^.UkXg 

haben, und eigentliche Zwischenformen sind. Zwischen diesen vier Formen 
bestehen einfache Beziehungen. 

Zunächst bemerkt man leicht, dass durch Vertauschung von l mit u 
O, mit 0 4 , 0j mit 0 3 verlauscht wird. Sodann ergiebt sich 

A0,4-,«0, = n.v, 
W s + f i0, = U.V. 

Setzt man daher 

ie t +f*&4 = nu+e, 

so wird 

W>+ ,u0 2 = fIU-0, 
und 0 eine neue Zwischenform, welche auf doppelte Weise dargestellt wer- 
den kann 

0 = ii;0 1 -0 J ) = / .(0 4 -0 2 ), 

also durch lu theilbar ist, und überdies durch Vertauschung von l mit u nicht 
geändert wird. 

Hieran knüpfen sich nun merkwürdige Resultate. Ersetzt man allgemein 
x,u k durch 

n ,. dF , BF 

(vergl. die Einleitung), und bezeichnet das, was hierdurch aus 0, wird, durch 
0,(Fj, so folgt, weil U in 2F übergeht, 

lB t (F)+pSi(F) = 2/7F+0(F), 

16!,(F)+ji»©,(F) = 2/7f-0(F). 

Nun ist in W l +,uß 4 der Factor von I7„ h gleich 

derselbe geht durch die angegebene Substitution über in 

J.urti»! für Mnthemnk Bd. LZV1II. Heft 3. 34 
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In diesem Ausdrucke findet sich der Faclor von x,y k ohne Schwierigkeit 
m (ih)[gh]~r(ig)[kh]; also ist in i.ß,{F)+fi(i i {F) der Factor von T,y k gleich 

mithin 

W^ + fiß^F) = 2fTF, 

t-){F) = 0, 

lÖb(F)+f»Ö»(FJ = 2/7F. 

Die zweite von diesen Gleichungen liefert den Satz: 
/*/ die obige Zwischen form: 

so ist identisch 

ZloD^F = 0, 

also auch für jede beliebige Function P der Coefßcienten ton F 

Zi. tk D u P 0. 

Diese Gleichung enthält die vollständige Lösung der Aufgabe, die überzähligen 
Differentialgleichungen der absoluten Invarianten zu bestimmen. Da nämlich 

6>,-6> 3 = S(n ih X h -n hl 3i,)u ki 

und 0=^(0,-©,) ist, so folgt 

- i2((ih)n th -(hi)n kl ). 

Einen andern Ausdruck erhält man aus der Gleichung 6 / MV 4 — ©,), nämlich 

l a = u2:((ih)ff hl ~(hi)rf lfl ). 
Die halbe Summe beider ergiebt endlich die symmetrische Darstellung 

Setzt man nun 

Fl = 77,,r-f /7,i"-';< + /7 ; i— V-f- +Fr mf i" } 

so fallen aus Ä a die mit Ä" und «" multiplicirten Glieder fort, wie man leicht 
verificirl, und auch aus dem Umstände schliesst, dass 0, mithin auch i., k durch 
ift theilbar ist, so dass in der Entwicklung von Ä„ nur (n-1) Glieder übrig 
bleiben. Da aber allgemein //._. = /7, ist, so erhält man nur ver- 
schiedene Glieder, wenn (»—1) gerade, und nur y Glieder, wenn (»—1) 
ungerade ist, also allgemein [y] verschiedene Lösungen der Aufgabe, die 
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« . « Coefficicnten X* so zu bestimmen, dass 

für jede beliebige Function P verschwindet. 

Dadurch sind ebensoviel Gleichungen des Systems 

D. k P = 0 

als lineare Folge der übrigen nachgewiesen, was direct bestätigt werden sollte. 

V. Eigenschaften der X ik . 

Durch das Schlussresultat des vorigen art. orlangen die Coefficienten 
der speciellcn Zwischenform 8 ein selbstslandiges Interesse, weshalb wir zum 
Nachweise ihrer Eigenschaften ubergehen. 

Da 0(x, u) Entwicklungsglied einer Zwischenform IT ist, welche der 
Gleichung II' — r 7 // genügt, so ist unter Voraussetzung der in art. II. ange- 
gebenen Substitution 

= rO{x,u), 

und es genügt hiernach <■) dem System partieller Differentialgleichungen 

Dm e+M- Xt S* « 2Q0; 

OK, VX k VC' 

dasselbe gilt von jeder der vier Zwischenformen, aus denen ß zusammenge- 
setzt wurde. 

Sei nun X, k das, was aus i„ wird, wenn jeder Coefficienl von F durch 
den entsprechenden Coefficienten der transformirlen F' ersetzt wird, ajso 
0' {x, m) = ^X',„ x,u k ; dann folgt aus der ersten Gleichung 

^Kk&k = r 2 ^X„ h x„H h . 

fix 

Nimmt man beiderseits die Derivirte nach £ und v k , so folgt, weil ^-^«v, 

dun _ Bioer . 
r/r» öa kh ' 

ct. oa kh 

Setzt man sodann den Ausdruck von 0 in die Differentialgleichungen 
ein, so folgt 

- 2(i)^-(ü)v+(o^- 

Ist daher P irgend eine Function der )., also auch der Coefficienten von F, 
so folgt 

34» 
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Wenn daher P homogen ist und dem Gleichungssysleiu 

a V o/,h m ' diu' 
genügt, so ist es eine Invariante von F. Die Bedeutung dieses Resultates 
wird sich aus dem Folgenden ergeben. 

VI. Ueber dio den Zwiscbenforinen eigenthUtulicbe Substitution. 

Nach dem Vorangehenden ist 0{x, u) eine bilineare Function, deren 
Transformation sich von der früher helrachlelen dadurch unterscheidet, dass 
die auf die beiden Variabeinsysteme anzuwendenden Substitutionen nicht Qber- 
einslimmen, sondern zueinander transponirt sein sollen. Sei allgemein 

G = Sl gh x g u h 

eine solche Function, welche durch die beiden Substitutionen 
in 

6" = 8^S t f> h 

übergeführt wird. 

Vermöge der Gleichung G' --- G folgt aus der Lehre von den Zwischen- 
forraen, weil 

D * ff - -?ä^r°" 

ist. 

„ DG' . ÖG' CG' 

Dies festgestellt, sei 77 eine Function der Coefficienten von G; dann ist 

'■::> ' 

Wenn daher die rechle Seile dieser Gleichung für jedes i und k verschwindet, 
so ist 77 absolute Invariante von G, und umgekehrt. 

Die absoluten Invarianten von G, unter Voraussetzung obiger Trans- 
formation, sind also durch das Gleichungssystem 
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definirt, und es lässt sich nun zunächst leicht zeigen, dass G hei obiger Trans- 
formation auch nur absolute Invarianten besitzt. 

Um dies zu beweisen, setze man die rationale Function // gleich dem 
Quotienten aus zwei von gemeinsamen veränderlichen Facloren befreiten ganzen 
Functionen. Dann erhält man nach bekannten Schlüssen für diese ein System 
von Differentialgleichungen 

wo die Factoren (j sämmtlich constant sind. Wir werden nun zeigen, dass 
dieselben alle Null sein müssen, woraus danu der vorstehende Satz folgt. 
Aus der Definitionsgleichung 

,, dG vG 

zieht man leicht die folgende 

welche nun auch "für jede beliebige Function P gilt. Aus den obigen Dif- 
ferentialgleichungen folgt jetzt 0 = (f)?&P -(j)9g> p > a,so > wenn nicht P = 0 
ist, was wir ausschliessen, — (f)p£*j woraus allgemein Ca= mithin 

«*rt/ , = (i)(»/' folgl- Da aber identisch JEä M P = 0 ist, so folgt endlich 

p = 0, w. z. b. w. 

Vergleicht man diese Resultate mit dem Schlüsse des vorigen arl., so 
folgt, dass jede Invariante einer bilinearen Zwischenform von F, mit Rücksicht 
auf die den Zwischenformen eigenlhümliche Transformation gebildet, auch In- 
variante von F selbst ist. 

Es ist sehr leicht, Invarianten von G zu erhalten. Sei 

// SS S^giXmUi 

eine derselben Transformation wie G unterworfene Function oder = G selbst. 
Dann ist nach art. V. 



t/lopr 



da 



mithin 



ti _ »V*« 1 
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Wenn daher eine bloss aus Coefficienlen von G gebildete Function 

fJ iK ) die Eigenschaft hat. dass 

ist. so ist auch 

a a 

Nun findet man leicht, dass Zl„ = .27,. ist; nimmt man daher das erstemal 

H~ G, und dann neue, sich von selbst ergebende Formen für //, so erhält 

man folgende Reihe von Invarianten von G, die nach dem Obigen sämmtlich 
absolute sind: 

U. S. W. 

Ein zweites Verfahren ergiebt sich aus den Differentialgleichungen (A.). 
Da nämlich aus diesen 

63*11 v / 611 \ fa\ (h\ dtt 

folgt, so ist identisch 

Wenn daher 77 eine Lösung des Systems (A.) ist, so ist auch 

o" - f & 

eine solche, und hieraus können durch Wiederholung noch weitere Lösungen 
00/7=077, &I1 u. s. w. folgen. 

Nun bestätigt man ohne Weiteres, dass .7 = X^/ul». ../„ den Glei- 
chungen (.-!.: genügt. Folglich werden dieselben für jeden constanten Werth 
von « auch befriedigt durch 

/,, — a 

(.1 '.1 — « 

worin » offenbar voneinander unabhängige Lösungen enthalten sind. 
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Die Wurzeln der Gleichung ./(«) = 0 sind ebenfalls Invarinnten von G t 
wie man milteist der Differentialgleichungen [A.), denen und seine nach 

« genommenen Derivirten für jedes « genügen, leicht bestätigt. Zwischen 
diesen Wurzeln und den unter (D.) angegebenen Invarianten besieht ein sehr 
einfacher Zusammenhang, den zuerst Herr Borchardt (Bd. 30 dieses Journals 
pag. 38) gefunden hat, und welcher sich auch aus dem Folgenden ergiebt. 

Wir werden nämlich zeigen, dass die vorausgesetzte Substitution stets 
so gewählt werden kann, dass 6" die Form 

G' = ZvjJtVi 

annimmt, und dass alsdann die Coefßcienlen tu die Wurzeln der Gleichung 
J(a) = 0 werden. Ist dies bewiesen, so wird t,,=(u,, £ 4 = 0. und die unter 
(DJ) gegebenen Invarianten werden: 

Sl u = = 2a», £ /,., /,„ = Sto\ 2l, a l b , = 2o>\ u . s. w. 
Da allgemein 

ist, so ist zur Ausführbarkeit obiger Transformation von G für jedes •' das 
Gleichungssystem 

2aigl g k = 

erforderlich. Also müssen die Grössen tu die Wurzeln der Gleichung J(a) = 0, 
oder es muss identisch 

d{a) = (tWj — o)(tu 2 — a) . . . (u>„ — a) 
sein. Sind die tu dieser Bedingung gemäss gewählt, so lassen sich die Trans- 
formationsbedingungen für jedes i befriedigen. Daraus folgt aber, dass in 
J(a) alle voneinander unabhängigen Invarianten von G enthalten sind und 
die Anzahl derselben n ist. Endlich folgt für das System (A.), dessen Voll- 
ständigkeit durch die Gleichung B. nachgewiesen ist, dass dasselbe genau » 
überzählige Gleichungen enthält. In der That findet man leicht, dass der Ausdruck 

für jede Function IJ verschwindet, wenn man die Coefficienlen « aus einer 
der folgenden Gleichungen wählt: 

* = G) 

4P = L 

tä' = -SLUL u. s. w. 

ab 
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Die invnriantiven Eigenschaften dieser ebenfalls zuerst von Herrn 
Borchardt (in der oben erwähnten Abhandlung) eingeführten Ausdrücke er- 
geben sich ohne Weiteres aus (C). Mittelst derselben findet man leicht, dass 

allgemein u'"' der Coefficient von ~jt in der absteigenden Entwicklung von 

ist. Bei der Wichtigkeit der Ausdrücke u a für die Untersuchung der Gleichung 
J(a) = 0 war es nicht ohne Interesse, die eigentümliche Bedeutung nach- 
zuweisen, welche ihnen in der Theorie der bilinearen Functionen zukommt. 

Zürich, 27. December 1867. 
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Ueber bilineare Formen. 

(Von Herrn Krauerker.) 
Vorgetragen in der Sitzung der phya-msth. Klane der Berliner Akademie vom 15. October lt<6fi *). 



I ) . h mündliche Mitlheilungen meines Freundes Weierstrtug habe ich 
seit längerer Zeil Kennlniss von seinen Untersuchungen Ober die allgemeinen 
fi>- Functionen d. h. Ober «fach unendliche, aus Gliedern von der Form 

zusammengesetzte Reihen, in welchen G eine ganze Function zweiten Grades 
der » Variabein « und der u Summalionsbuchslaben v bedeutet. Die Coef- 
ficienten der ganzen Function G bilden die Parameter der 0- Functionen und 
sind einzig und allein den für die Convergenz der Reihen erforderlichen Be- 
dingungen unterworfen. Diese allgemeinen O- Functionen werden in den er- 
wähnten rVeterj/raMSchen Untersuchungen auf speciellere zurückgeführt, die 
von nur |»(»-fl) Parametern r tl abhängen, welche den Gleichungen: T ik =r l , 
genügen, im Uebrigen aber bloss durch die für die Convergenz der Reihen 
nöthigen Bedingungen eingeschränkt sind; und für die Transformation dieser 
0- Functionen werden folgende Relationen zwischen den ursprünglichen Para- 
metern t und den entsprechenden Iransformirlen r erlangt: 

Hierin sind für p und q die Zahlen 1 . 2, 3, . . . « zu setzen, die in 
Bezug auf r und 8 zu machenden Summationen erstrecken sich ebenfalls auf 
die Zahlen 1, 2, 3, ... i», und die 4«' ganzen Zahlen m sind kurzweg dadurch 
zu cbarakterisiren, dass sie die Coefficienten einer Substitution für je 2n Va- 

*) Da in der vorstehenden Abhandlung des Herrn Chr'utofjfel auf meine im Monats- 
bericht der Akademie erschienene Notiz „über bilineare Formen" hingewiesen wird, 
so dürfte ein Abdruck derselben an dieser Stelle motivirt sein. Das speeielle Problem, 
welches mir zu den Untersuchungen Uber bilincarn Formen Anlass gab, führte mich 
naturgemäss auf diejenigen Ins dabin noch nicht behandelten Transformationen, bei 
denen für beide Variabein -Systeme identische Substitutionen angewendet werden, und 
dadurch ferner zur Aufstellung einer neuen Normalform, einer die Coefficienten der- 
selben bestimmenden Determinante und derjenigen Formen, welche ich beigtordnete 
genannt habe. 

Joura.l (Itr Mstl.ematik Bd. L\ VIII. Heft. 3 35 
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riable x,, x } , . . . x... : y,, ... y 2 „ bilden, durch welche die bilineare Form: 

r it 

in ein ganzes Vielfaches ihrer selbst übergeht. 

Ich brauche den zu erwartenden eigenen Mittheilungen meines Freundes 
Weierstrass über seine hier erwähnten Untersuchungen nicht weiter vorzugreifen, 
da das Gesagte genügt, um die Veranlassung zu meinen rein algebraischen 
Arbeiten darzulegen, von denen ich im Folgenden einen kurzen Auszug geben 
will. Ich suchte nämlich die Bedingungen zu ermitteln, unter denen die trans- 
formirlen Parameter z' den ursprünglichen oben mit i bezeichneten gleich 
werden, und bin dadurch auf die allgemeine Untersuchung derjenigen Trans- 
formationen bilinearer Formen von je 2h Variabein x und y geführt worden, 
bei welchen die Substitutionscoefficienlen für beide Systeme von Variabein 
identisch sind. In der That ist der Zusammenhang jener Frage mit der er- 
wähnten Art von Transformalionen bilinearer Formen, von welcher nunmehr 
ausschliesslich die Rede sein soll, einerseits schon durch die Charakterisirung 
der Zahlen m gegeben, andrerseits aber wird ein solcher Zusammenhang noch 
durch die folgende Betrachtung hergestellt. Wenn man die obige Relation 
zwischen den Grössen / und i' mit x p .y 9 mulliplicirl und alsdann in Beziehung 
auf alle W'erlhe von p und q summirl, so erhält man eine Gleichung, die 
durch Einführung der Bezeichnungen x„. )r , y„ + , für die Summen: 

fV*»* f<tft 

die Form annimmt: 

wo in Bezug auf i von 1 bis 2« und in Bezug uuf r von 1 bis n zu sum- 
miren ist. Wenn man nun f t = + 1 oder = — 1 setzt, je nachdem der Index 
Ar zu der ersten oder der zweiten llfllfte der Zahlen 1 , 2, 3 ... 2h gehört, 
und wenn man ferner sowohl bei den Coefficienten als bei den Variabein der 
bilinearen Formen Indices, welche grösser als 2» sind, in dem Sinne zulässt. 
dass darunter deren kleinste positive Reste modulo 2h zu verstehen sind, so 
nimmt die obige Gleichung die einfachere Gestalt an: 

und die Summation ist hier in Beziehung auf i und k auf die Werthe 1, 2, 3 ... 2» 
auszudehnen. .Man kann hiernach den Zusammenhang zwischen den Grössen j 
und r' vollständig dadurch charakterisiren, dass die bilineare Form: 
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welche mit M(x,y) bezeichnet werden soll, vermöge der Substitutionen: 

identisch verschwinden muss. Sollen also die Grössen /' den Grössen i gleich 
werden, so sind dieselben in der Weise zu bestimmen, dass die bilineare 
Form der Variabein x\ y'. in welche M x, y durch eine Transformation : 

x, — x, , x n , r — — x„ +r + 2 r p , x h , 

Übergeht, ttir *!, tr «yl :r = 0 identisch verschwindet. Für r sind hier stets 
sümmtliche Zahlen 1, 2. ... n zu setzen, damit die sammllichen neuen Va- 
riabein durch die alten ausgedrückt erscheinen. Die angegebene Transformalion 
ist eine für beide Systeme von Variabein übereinstimmende, also eine von 
denjenigen Transformationen bilinearer Formen, welche hier überhaupt nur 
betrachtet werden sollen. Aber von der specielleren Beschalfenheil jener 
Transformationen kann abgesehen werden, da offenbar aus jeder Transformation 
von M(x,y) in eine Form M'\x',y'), die für x„ , , = y m hr = 0 verschwindet, 
« lineare Gleichungen zwischen den je 2« Variabein x und y, also auch im 
Allgemeinen je n Relationen von der Form: 

x. = Zt p x pi y. + , .= 2t,, g, 
hervorgeben, unter deren Anwendung M,x,y) identisch gleich Null wird. 

Die einfachste specielle bilineare Form, welche verschwindet, wenn 
man die zweite Hälfte der Variabein x und y gleich Null setzt, ist die Form: 

welche ich „Normal form u nennen will, weil jede bilineare Form in dieselbe 
transformirt werden kann. Diese Reduction der bilinearen Formen von je 2» 
Variabein auf die angegebene Normalfonn ist von der wesentlichsten Bedeutung, 
indem dadurch nicht bloss die obige Frage nach den speciellen Werthen der 
Grössen r erledigt sondern auch die allgemeine Transformation irgend einer 
bilinearen Form in eine andere vermittelt wird. Das Problem einer solchen 
nilgemeinen Transformation zweier gegebener Formen: 

2o„x 4 y t , Za t x,y k , 
in einander, welches also — wenn c llt die 4« 5 Substitutionscoefficienlen be- 
deuten — durch die Gleichung: 

— = Zo f! iC f:i Ci>x,y k , 

dargestellt wird, erfordert zwar die Erfüllung von 4h 1 Bedingungsgleichungen 

35* 



276 



Kronecker, über bilineare Formen. 



für die gleiche Anzahl Coefficienlen c und erscheint hiernach als slels lösbar 
und bestimmt, in der Thal aber ist dies nicht der Fall, da mit den Formen: 

gleichzeitig die transponirten Formen: 

2a ki x,y k , 2a k ,x' i y' t 

durch eben dieselbe Transformation in einander fibergehen mfissen. Hiernach 
muss, wenn « und c zwei unbestimmte Variable bedeuten, die Gleichung: 

^{ua^ + va^x.y, = ^(«^+«4)«:,-^ 

durch die Substitution: 

x, = 2c th x h , ^c^y'h 
erfüllt werden. Bezeichnet man die Determinante eines Systems von Grössen 
b, k durch: \b, k \. so erhält man ffir die Zulfissigkeit der Transformation jener 
beiden bilinearen Formen in einander die Bedingung: 

|4*|*|Mb+«hi| = \a, k \ ■ \ua' tk + va t ,\. 
Da beide Seilen dieser Gleichung ganze symmetrische Functionen des 2«"" 
Grades von « und v enthalten und die Coefficienten von (w ? "-f r 1 ") flberdies 
identisch sind, so repräsentirt dieselbe n Relationen zwischen den Coefficienten 
a und a , welche ffir die Transformation der beiden bezüglichen Formen in 
einander erforderlich sind. Dieselben sind aber, wie sich zeigen wird, auch 
ausreichend, da beide Formen auf eine und dieselbe Normalform reducirt 
werden können, wenn, wie jetzt vorausgesetzt werden soll, die Determinante: 

als Function von u und v betrachtet, keine gleichen Factoren enthalt. Diese 
Determinante, welche ffir die bilinearen Formen von besonderer Bedeutung 
ist, lässt übrigens noch mannichfache Umformungen zu, von denen ich nur 
eine hier hervorheben will. Bezeichnet man nämlich mit die Coefficienten 
des dem Substitutionssysteme a, t entgegengesetzten Systems, so wird: 

2*a, k a th as dj,, 

wenn, wie von jetzt ab stets geschehen soll, = t oder <J a = 0 genommen 
wird, je nachdem die Indices i und k einander gleich oder von einander ver- 
schieden sind. Bei Einfahrung dieser Bezeichnungen erhalt man für die obige 
Determinante die Relation: 
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Wenn die bilineare Form, deren Coefficienten a ik sind, durch eine 
Substitution mit den Coefficienten c ik auf die Normalform: 

— ■ k k x k y»+k 

rcducirt werden soll, so muss den vorstehenden Ausführungen gemäss: 
2(wt a + t>o u )x, y k = 2 (ul h + tl^+t,) 

werden, wenn: 

x, = £ c ih x' h , y t = c lA y A 

und in Folge dessen: 

x' h bb 2: y,,, x A , y 1 = 2 y hk y k 
gesetzt wird, wobei die Coefficienten c und y durch die Relation: 

f Wa* = 

mit einander verbunden sind. Da die Normalform mit den Coefficienten k, 
wenn man darin p k x k für a?i und p k y\ für y^ setzt, in: 

•2^-* *^iy.+* 

übergeht, so folgt, dass bei derReducliou einer beliebigen Form auf die Normal- 
form sowohl für deren Coefficienten k als für diejenigen der Substitution c 
nur die Quotienten: 

bestimmt sein können. Für diese Quotienten aber ergeben sich die notwendigen 
Bedingungen, wenn man in der obigen Transformation»- Gleichung die Variabein 
x durch x' und die Variabein y durch y ersetzt. In der That erhält man 
alsdann: 

2{ua ik + t>o kt )c it ,x h y k = + r-n-M^y*, 

so dass die 2« Verhältnisse i,, : durch die 2w Wurzeln der reciproken 
Gleichung: 

|».**-a*| = 0 

. gegeben werden, während sich die Verhältnisse c ih : alsdann aus den 2« 
Gleichungen: 

<f («**„+*- a«A A ) Ca = 0 

für *=1, 2, ... 2« bestimmen. Es ist aber nunmehr noch zu zeigen, dass 
oder in wie weit diese Bestimmung der Coefficienten c und l der Aufgabe 
genügt. Zu diesem Zwecke denke man sich die Determinante 
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in irgend einer Weise in die 2» linearen Facloren 

nt> r — ew r 

zerlegt, jedoch so dass t> m+r — u rt u„ + , ,= o, wird. Ferner seien rf,*(«, ») die 
Untcrdelerminanlen von |»o ft . + »«w|. so dass: 

«f («in + («, e) = | wo (i + ca„ | • fT,,, 

also auch: 

2 [MO* + r«0 rf.,, (c, «) = | «a* + ca 1( j • eJ u 
wird. Setzt man nun: 

£ («da + M«) rfi* («, , «r) («. , «0 = «4 . +«B r% , 
so ergiebt schon die Summation Aber i allein, dass 

u r A, s -\-t r B„ = 0 
sein muss, und ebenso ergiebt die Summation über k die Gleichung: 

«,4„ + t\ß„ - 0. 

Da — der Voraussetzung nach von — verschieden ist, so folgt: 

A n - B„ - 0. 
Ferner erhält man leicht die Relation: 

A,. r = Ä. +/i „ +r , 

und mit Hilfe dieser Beziehungen zwischen den Grössen A und B ergiebl 
sich die Identität der auf t, *, r, i = 1, 2, . . . 2« auszudehnenden Summe: 

2{na, k + ea 1( ) («, , o r )d*(u„ ©.)•/>,/>, a?;y'. 

mit: 

-f ( uA., M+ , + »4»)* • 

Die Identität dieser beiden Summenausdrücke, in welchen die Coefficienten p 
ganz willkürlich bleiben, setzt die Reduction einer Form: 

auf die Normalform mittelst der Substitution: 

*i — £d, h !u r , v r )-p r x' r 

in Evidenz, und die Coefficienten c,, werden hiernach iu der allgemeinsten Weise 
durch die Gleichung: 

l)cst i tn in t . 
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Der bilinearen Form mit den Coefficienten a, k ist in gewisser Hinsicht 
eine andere beigeordnet, welche aus derselben durch die Substilntion: 

= 2a ik x t 

I 

entsteht. Sind nämlich die Grössen a, wie oben, durch die Gleichung 

filr alle Indiccs i, h bestimmt, so erhält man die Relation: 

-^ö lt x,y t = ~f,f t rt a+t , x+i S,rj k 
für die beiden einander beigeordneten Formen. Wenn die Coefficienten der 
Substitution, mittelst deren die beigeordnete Form auf die Normalform ge- 
bracht wird, mit c' bezeichnet werden, so besteht zwischen den Coefficienten 
c und c die Beziehung: 

welche für die nunmehr wieder aufzunehmende Ermittelung der Grössen i 
von Bedeutung ist. 

Wenn eine bilineare Normalform, deren Coefficienten Ä sämmtlich von 
einander verschieden sind, dadurch gleich Null werden soll, dass die je 2» Va- 
riabein durch je n übereinstimmende Relationen mit einander verbunden werden, 
so kann dies nur in der einfachen Weise geschehen, dass die eine Hälfte der 
Variabein selbst gleich Null gesetzt wird. Es kann hierfür stets die letzte 
Hälfte genommen werden, sobald man keinerlei Voraussetzung über die An- 
ordnung der Variabein macht. Hiernach bestimmen sich die Coefficienten / 
in den Relationen: 

für welche 

2a*x,y h = 0 

werden soll, aus den Coefficienten c durch die Gleichungen: 

Für die Indices p, q, r sind hier überall nur die Zahlen 1, 2, ...» zu setzen. 
Die Variabein der Normalform und also die zweiten Indices der Coefficienten 
c werden in einer derjenigen Anordnungen vorausgesetzt, für welche |fl^J 
nicht verschwindet. Alsdann lässt sich für die zu der beigeordneten Form 
gehörigen Coefficienten c die Gleichung: 

c' m+ ,. P = 2 c'r,r r9 

herleilen. Hiernach stehen irgend iwei einander beigeordnete Formen in der 
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gegenseitigen Beziehung, dass wenn die eine vermöge der Relationen: 

x, H = £r r x , y.. 9 ^=2:T r y t 
verschwindet, die andere durch die transponirten Suhslitutionen: 

auf Null reducirt wird. AVenn also die beigeordneten Formen abgesehen von 
einem constanlen Factor einander gleich und demgemäss die Coefficientcn c 
nnd c mit einander identisch anzunehmen sind, so muss 7 ?r = r, y sein. Die* 
findet in der That statt, wenn a tl — t t m hn + t genommen wird, wodurch übrigens 
für die Bestimmung der Coefficienten c aus der obigen Gleichung zwischen 
r und c die Relationen 

Ch = », £ m„ h c ki , | ip, m tl , — tt u j = 0 

hervorgehen, und man kann das Resultat folgendermnssen aussprechen: 

„Wenn die Zahlen m it die 4m' Substitutionscoeflicienten für die Trans- 
formalion der Form: 

Z*kX k y. k 

in ein Vielfaches ihrer selbst bilden, so giebt es symmetrische Systeme 
von Grössen t, für welche die Form: 

-2' , *' w i,-+* :r i t/k 

verschwindet, wenn darin: 

sr. ..,= — r T ,x, , tf„. ? = -2"r ? ,tf r 
gesetzt wird. Unter der Annahme, dass die Determinante 

I + m tm +, | 

aus lauter verschiedenen Linearfactoren: 

besiehe, lassen sich sämmtliche Systeme von Grössen r rational aus den 
Grössen u t , v k bestimmen. Wenn nämlich eine Hälfte der Werl he m,, r. 
irgendwie ausgewählt wird, jedoch so dass nicht zwei um n verschiedene 
Indices k darunter vorkommen, und man bezeichnet die Unlerdelerminaiilen 
der obigen Determinante mit d, h (m, r), so werden die zu einem und dem- 
selben Systeme gehörigen Grössen r durch diejenigen Gleichungen ge- 
geben, welche aus: 

t—m 

£4«(*,*)-T r = {«»,»») 
für die ausgewählten m Indices * und für q = 1, 2, . . . n entstehend 
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Eine besonders bemerkenswerte Beziehung zwischen den Grössen t 
und den zugehörigen bilinearen Formen besteht darin, dass transformirten bi- 
linearen Formen transformirle Grössen t entsprechen, vorausgesetzt dass die 
CoefDcienten der Transformation selbst ein System m* bilden. Wenn nämlich 
die Grössen t' zu der Form 2«* *< 9« und die Grössen t zu derjenigen 
Form gehören, welche aus jener durch die Substitution : 

x, = £ m lt t x h , y\ = 2 m i . y>< 

hervorgeht, so besieht zwischen den Grössen t und r genau die im Anfang 
dieser Miltheiiung angegebene Relation , welche die einen als Iransformirte 
der andern charakterisirl. Die arithmetische Theorie der Grössensysteme t 
ist sonach auf die der bilinearen Formen M{x,y) zurückzuführen, und diese 
bilden eine in sich abgeschlossene Gattung von Formen, welche bei Trans- 
formationen der bezeichneten Art nur in einander übergehen und welche, 
wenn die Coefficienten m symmetrisch sind, durch quadratische Formen jener 
besonderen Gattung ersetzt werden können, welche Herr Hermite für den Fall 
n — 2 zuerst aufgestellt und behandelt hat. 

Es muss hervorgehoben werden, dass nicht alle Werthe der Grössen 
t, welche auf die angegebene Weise resultiren, die für die Convergenz der 
&- Reihen notwendigen Bedingungen erfüllen. Ferner ist zu bemerken, dass, 
wenn die Gleichung: 

|*a rt -o»,| = 0 

gleiche Wurzeln enthält, die Grössen x theilweise unbestimmt bleiben, d. b. 
es exbtiren in diesem Falle gewisse Functionen von einer oder mehreren 
Variabein, die für r, t gesetzt der Aufgabe genügen. Ich will indessen auf 
diese eine genauere Untersuchung erfordernden Punkte nicht näher eingehen, 
sondern nur noch gewisse Eigenschaften der Zahlen m hervorheben, welche 
für die hier berührton Fragen von Bedeutung sind. 

Die Gleichungen, denen das System der Zahlen m genügt, bleiben anch 
bei der Zusammensetzung solcher Systeme bestehen. Dies geht unmittelbar 
daraus hervor, dass die Zahlen m die Coefficienten der Substitution für die 
Transformation einer gewissen Form in ein Vielfaches derselben bilden. Auf 
dergleichen Substilulions- Systeme, deren Eigenschaften bei der Zusammen- 
setzung erhalten bleiben, habe ich bereits vor längerer Zeit bei Gelegenheit 
anderer algebraischer Untersuchungen meine Aufmerksamkeit gerichtet und 
von denselben namentlich zur Bildung von Affectfunctionen Gebrauch gemacht. 

Joun M für liitbem.tik Bd. LXVI1I. HaftS. 36 
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Um solche Systeme herzustellen bedarf es nur der Auffindung von Formen, 
welche unendlich viele Transformationen in sich selbst zulassen, und wenn 
bereits derartige Formen bekannt sind, so kann man daraus neue ableiten, in- 
dem man Formen, die sowohl in sich selbst als in einander transformirbar sind, 
zu einander addirt. In dem oben angegebenen Falte sind es z. B. die n in 
sich selbst transformirbaren Formen: x t y. f t — x m+k y t , deren Summe eine Form 
bildet, welche Transformationen in sich selbst gestattet, und man sieht leicht, 
in welcher Weise sich namentlich die Verallgemeinerung für Determinanten 
höherer Ordnung gestaltet. Nach diesen Andeutungen über allgemeinere Systeme 
bemerke ich zuvörderst in Bezug auf dasjenige, durch welches die Form: 
JEt k x k y m + k in sich selbst übergeht, dass dessen Elemente m, k sich rational durch 
*»(2n+l) von einander unabhängige, ein symmetrisches System bildende Grössen 
y, k ausdrücken lassen. Bringt man nämlich die Elemente des dem Systeme 
{m.t + Ja) entgegengesetzten Systems auf die Form: 

so sind die Grössen m und v olfenbar durch einander rational ausdrückbar, 
und es bestehen vermöge der Eigenschaften des Systems m für die Grössen 
v die Belationen: v ik ^v H . Durch diese Zurückführung der Systeme m auf 
symmetrische Systeme v wird indessen nur die Auffindung aller rationalen, 
nicht aber die aller ganaahÜgen Elemente einer Transformation der Form. 
2t k x k y m+ll in sich selbst ermöglicht. Hierzu dient vielmehr ein Princip der 
Beduction von gegebenen Subslitutions- Systemen auf „elementare", welches 
auch auf die allgemeineren vorhin charakterisirlen Systeme anwendbar ist. 

Wenn man auf eiue Substitution zweiter Ordnung mit ganzzahligen 
und vorläufig positiv anzunehmenden Coefficienten : 

y t = axt + bx 7 , y^cx. + rfx, 

successive und abwechselnd die weiteren Substitutionen: 

X, = X, , X} = — x-, 

a?i — a? ( — pX' t , j 2 — x 3 
anwendet, und hierbei für die Zahlen p die Theilnenner nimmt, welche bei 

der Entwicklung von — in einen Kettenbruch mit den Zählern: —1 auftreten, 

so redncirt sich hierdurch schliesslich in der Reibe der neuen Coefficienten 
b einer aof Null. Ist ad— 6e = 1, so werden hiernach die zugehörigen Co- 
efficienten a und d gleich Eins, und eine Folge von drei ferneren Transfor- 
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mationen der obigen Art bringt auch den Coefficienlen c auf Null. Da über- 
dies eine Folge von Substitutionen der ersten Art jede zulässige Zeichenänderung 
der Goefficienten bewirkt und die der zweiten Art offenbar aus solchen zu- 
sammengesetzt werden können, in denen p = i ist, so ergiebt sich, dass jede* 
ganzzahlige Substitulionssystem zweiter Ordnung mit der Determinante 1 aus 
den beiden elementaren Systemen: 

O'- 1 und ^ 
1, O 0. 1 

zusammengesetzt werden kann. Die Zusammensetzung von Systemen ist dabei 
stets in der Weise zu nehmen, wie sich dieselbe durch successive Trans- 
formation der Variabein ergiebt, so dass ein aus der Aufeinanderfolge von 
Systemen a u und 6 M entstehendes System e,* durch die Gleichung: 

h 

bestimmt wird. — Da der angegebene, mit dem Kettenbruchsverfahren über- 
einstimmende Process der allmäligen Verkleinerung zweier ganzzahliger Ele- 
mente einer ilorizontalreihe ohne Weiteres auf ein beliebiges ganzzahliges 
Subslitulionssystem «""'Ordnung angewendet werden kann, so sieht man, dass 
auf diese Weise zuvörderst nach einander die zur Rechten der Hauptdiagonale 
stehenden Glieder der ersten, zweiten, dritten etc. Horizontalreihe und, falls 
die Determinante gleich Eins ist, alsdann auch die auf der linken Seite be- 
findlichen Glieder auf Null reducirt werden können. Die Zahl der hierzu nur 
erforderlicheu elementaren Systeme ist genau gleich », und zwar kann man 
dazu diejenigen wühlen, welche durch die folgenden Transformationen der 
Variabein bezeichnet sind: 

1. x, — — x\ , x k = x\ , und wenn i k : x k = , 

wo nach einander * = 2, 3, ...n zu setzen ist; 

2. x, = x\ + j,, und wenn i > 1 : x, ■ = x, . 

Jedes ganzzahlige Subslitulionssystem Ordnung mit der Determinante Eins 
kann also als eine Aufeinanderfolge der angegebenen n elementaren Systeme 
betrachtet werden, und diese Zerlegung beliebiger Systeme in elementare, 
welche übrigens in gewisser Hinsicht eine bestimmte ist, hat auch für die 
arithmetische Theorie der Formen ihre besondere Bedeutung. 

Um nunmehr zu der analogen Zerlegung der obigen Substitutionssysteme 
m in elementare überzugehen, bemerke ich zuvörderst, dass jede Transfor- 
mation einer Summe von Formen: x, t/„ 4t — x n4 . k y h in sich selbst aus denjenigen 

36* 
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sich zusammensetzen lassen niuss, welche eine dieser Formen in sich selbst 
und aus denjenigen, welche sie in eine der übrigen verwandelt. Derogemäss 
ergeben sich mit Rücksicht auf obige Ausführungen zwei elementare Trans- 
formationen der ersteren und n der letzteren Art, nämlich: 

I. 1) x, = — x n+i , x„ + , = x\; 

l 2) x, = a?; 

II. 1) x, = x' k , X m+ t — X n+l , X i = X l , x„ +i = x„ +l , 
wo nach einander 2, 3, ...» für * zu setzen ist; 

iL 2) x, = x;+xi +a , x, = x;+xi +1 . 

Hierbei sind der Einfachheit wegen überall diejenigen x weggelassen 
worden, welche den entsprechenden x' gleich zu setzen sind. — Es lflsst sich 
nun in der That jede beliebige ganzzahlige Transformation der Form: 2t t x t y m+t 
in sich selbst in eine Folge der angegebenen (» + 2) elementaren Transfor- 
mationen zerlegen, und die zu dieser Zerlegung erforderliche Reduction eines 
beliebigen ganzzahligen Systems m mit der Determinante Eins kann in fol- 
gender Weise bewirkt werden: 

Erstens sind mit Hülfe der elementaren Substitutionen nach der oben 
angegebenen Methode diejenigen Glieder m r> , zu vernichten, in welchen • > r 
ist, sowie diejenigen Glieder m r ,„ + ,, in welchen *2lr ist, wobei die Indices 
r und s stets nicht grösser als u zu nehmen sind. Alsdann sind vermöge 
der Eigenschaften der Zahlen m nothwendig sfimmtliche Glieder m, „ + , gleich 
Null, und also die Zahlen m„ sämmtlich gleich Eins. — Zweitens sind 
hierauf die Glieder m rt , für welche r>* ist, auf Null zu reduciren, und es 
verschwinden in Folge dessen von selbst die Glieder m. +r) . T ,, für welche r 
und 8 verschieden sind, während die Zahlen m. fri . +P =l werden. — Drit- 
tens sind endlich nunmehr auch die noch übrigen Glieder m. +r ,, mit Hülfe 
der elementaren Substitutionen zu vernichten, so dass nur die Zahlen m n , 
welche sämmtlich gleich Eins sind, übrig bleiben. 

Wenn die Determinante der Zahlen m, k von Eins verschieden ist, so 
treten bei der angegebenen Reduction mittelst elementarer Systeme in den 
Diagonalgliedern — statt der Zahl Eins — Theiler der Determinante auf, 
und es lassen sich hiernach nicht mehr sämmtliche ausserhalb der Diagonale 
stehenden Glieder auf Null reduciren. Aber man erhält dnrch dieses Verfahren 
die sämmtlichen nicht äquivalenten Subsütutionssysteme irgend einer von Eins 
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verschiedenen Determinante and die bezüglichen Resultate sind als Verall- 
gemeinerungen derjenigen anzusehen, welche Herr Hermite in seiner Ab- 
handlung über die Transformation der Abelschea Functionen für den Fall « = 2 
gegeben hat. 



Ich habe den vorstehenden Ausführungen die Bemerkung hinzuzufügen, 
dass mir vor dem Abdruck des obigen Auszugs aus meiner am 15. October 
gehaltenen Vorlesung, nämlich am 31. desselben Monats, das inzwischen er- 
schienene Werk von Clebsch und Gordan über Abelsche Functionen auf gütige 
Veranlassung der Herren Verfasser zugekommen ist. Die Entwickelungen im 
§ 86 dieses Werkes, wo die Aufgabe alle ganzzahligen Systeme m aufzufinden 
behandelt wird, sind den meinigen analog, wenn auch nicht bis zu denselben 
einfachsten Resultaten durchgeführt; sie stützen sich aber ebenfalls wesentlich auf 
das oben dargelegte Princip der Reduction beliebiger Substitutionssysteme auf 
elementare, und es wird dabei die Idee einer solchen Reduction als mir an- 
gehörig in einer Note bezeichnet, deren etwas unbestimmte Fassung mich zu 
einer Darlegung des Sachverhältnisses veranlasst. In der That habe ich bereits 
vor acht Jahren das Problem, die sämmtlichen ganzzahligen Systeme m dar- 
zustellen, durch die obige Methode gelöst und eine vollständige schriftliche 
Auseinandersetzung derselben im Februar 1859 meinem Freunde Weier$lrass 
übergeben, welcher sie bei einer damaligen Bearbeitung seiner Theorie der 
allgemeinen Abelschen Functionen benutzen wollte. Die Methode ist überdies 
durch private Mittheilungen so wie durch meine an der Universität gehaltenen 
Vorlesungen seit Jahren mehrfach bekannt geworden. Indessen könnte jene 
Note in dem Werke von Clebsch und Gordan sich auch auf unmittelbare münd- 
liche Miltheilungen beziehen, welche ich über die Reduction der Systeme und 
deren Anwendung auf die Transformalion Abelscher Functionen Herrn Gordan 
bei seiner vorjährigen Anwesenheit in Berlin gemacht habe. 
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Ueber eine Transformation der hydrodynamischen 

Gleichungen. 

(Von Herrn H. Weber in Heidelberg) 



ist seil den Untersuchungen Dirichlets hinlänglich bekannt, welchen 
Vorzug die sogenannte Lagrangesche *) Form der Gleichungen der Hydrodynamik 
vor der Eulerschen Form voraus hat, dass nämlich das Gebiet der unabhän- 
gigen Variablen bei der ersteren ein Tür allemal gegeben ist. während in der 
zweiten Form dieses Gebiet wenigstens in den meisten Fällen erst von den 
zu suchenden unbekannten Grössen abhängt. Daher übersteigt die Behandlung 
der ßwferschen Gleichungen in allen den Fällen, wo die äussere Gestalt der 
flüssigeu bewegten Masse nicht ungeänderl bleibt, oder sich dieselbe nicht 
allerseits ins Unendliche erstreckt, bei weitem die Kräfte der heuligen Ana- 
lysis, mehr als dies bei den Lagrangeschen Gleichungen trotz ihrer ver- 
wickeiteren Form der Fall ist. Dem ungeachtet ist die Zahl der Probleme, die 
bis jetzt auf Grund der Lagrangeschen Gleichungen gelöst worden sind, eine 
ungemein geringe, und selbst die allgemeine Theorie dieser Gleichungen schein! 
mir noch nicht die Höhe erreicht zu haben, deren sie fähig ist. So ist na- 
mentlich die Frage noch nicht beantwortet, welchen Nutzen man für die In- 
tegration der La^ran^eschen Gleichungen ziehen kann aus der Annahme eines 
Geschwindigkeilspotenlials, eine Annahme, wodurch die Etderschen Gleichun- 
gen so ausserordentlich vereinfacht werden. Da die Voraussetzung des Ge- 
schwindigkeilspotenlials nicht bloss eine analytische, sondern eine physikalische 
Vereinfachung des Problems ist, so muss auch in der iMgrangeschen Form 
der Gleichungen durch dieselbe eine Erleichterung herbeigeführt werden. 

Ich werde im Folgenden eine Form der hydrodynamischen Gleichungen 
entwickeln, in der ihnen der wesentliche Vorlheil der £w/erschen Gleichungen 
zukommt, nämlich dass die darin vorkommenden Diflerentialquolientcu nur von 
der ersten Ordnung sind, und dass die Bedingung der Existenz eines Geschwin- 
digkeitspolenlials sofort eingeführt werden kann, und zwar ohne die Zahl der 

*) Ich bediene mich der gewöhnlichen Bezeichnung wiewohl eB mir nicht uu 
bekannt ist, das», wie Herr Hatütel bemerkt hat, beide Formen der hydrodynamis« hen 
Gleichungen von Euler herrühren. 
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unbekannten Functionen und der Differentialgleichungen zu vermehren. Diese 
Gleichungen erster Ordnung haben zwar nicht die Einfachheit der Euler&chen 
Gleichungen, besitzen aber gleichzeitig den Vortheil der Lagrangeschen Glei- 
chungen, nämlich dass das Gebiet der unabhängigen Veränderlichen unver- 
änderlich und gegeben ist. 

§■ I. 

Ich gehe von der bekannten Form der Logrran^eschen Gleichungen aus. 
Bezeichnen x y s die rechtwinkligen Coordinaten eines Flüssigkeitstheilchens. 
dessen Coordinaten beim Beginn der Bewegung «6c sind ; bezeichnet ferner 
p den Druck, p die Dichtigkeit, V das Potential der wirkenden Kräfte, alles 
bezogen auf dasTheilchen abc zur Zeit t, so sind diese Gleichungen folgende: 

( dt 1 da + dt' da + dt' ~va va q ~aä ~ 

(1.) ) d'x dx ö'y 6y c'i 6» dV 1 dp _ ft 
\ et' db + dt* db i " 5? db db ■*" q db 1 

/ d'x dx . d'y dy . d'* c» dV , I dp _ 

[ST ^+^-dT + -dF r -d7- -dV + J-dc- = a 

r 

Dazu kommt für incompressible Flüssigkeiten die Gleichung 
und für Gase: 

wo (j„ die Dichtigkeit an der Stelle abc beim Anfang der Bewegung bedeutet. 
Für incompressible Flüssigkeiten ist <> eine Constante, die = 1 gesetzt werden 
kann, während bei Gasen q als eine erfahrungsmässig bekannte Function von 
p zu betrachten ist, so dass die Anzahl der Gleichungen der Anzahl der zu 
bestimmenden Functionen in beiden Fällen gleich kommt. 

Ich schicke einige Betrachtungen Ober die Grenz- und Sleligkeitsbe- 
dingungen voraus, welche erforderlich sind, um die unbekannten Functionen 
vollständig zu bestimmen. 

Die Ableitung der Gleichung (2.) und (2'.) setzt bekanntlich voraus, 
dass diejenigen Flfissigkeitstheilchen , welche zu irgend einer Zeit auf einer 
geschlossenen Fläche liegen, auch zu jeder anderen Zeit eine geschlossene 
Fläche bilden, und dass die Theilcben, welche innerhalb einer solchen Fläche 
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liegen, auch beständig innerhalb derselben bleiben, woraus unmittelbar folgt, 
dass die Oberfläche der ganzen bewegten Flüssigkeit beständig von denselben 
Theilchen gebildet wird. Diese Bedingung lässt sich analytisch so ausdrücken, 
dass x y 3 zu allen Zeiten einwerlhige, stetige und für endliche Werlhe der 
Variablen endliche Functionen von a b c sein müssen, innerhalb des diesen 
Variablen zukommenden Bereichs, und dass den Grössen a b c als Functionen 
von x y * betrachtet, dieselben Eigenschaften zukommen müssen. 

Die letzteren dieser Bedingungen sind aber wegen der Gleichungen ;2.} 
oder ,2'.) Folgen der ersteren, wenn man noch die Bedingung hinzufügt, dass 

auch die Geschwindigkeiten 4^-, für alle Zeilen endliche und stetige 

Functionen von a b c sein sollen. 

Betrachtet man nämlich irgend zwei Functionensysteme: x y *, x y' i, 
welche sich auf zwei verschiedene Werlhe von / beziehen, und beide endliche 
und stetige Functionen von a b c sind, so müssen auch die x' y *' endliche 
und stetige Functionen der x y s sein und umgekehrt, mithin auch ab c endliche 
und stetige Functionen von x y s. Denn bildet man die Diflerentialquotienten 
dx' 

— • aus den Gleichungen: 

dx 1 = öx> dx d&_ dy 6* d*_ 
da dx ~ä~ä~ dy 6a dz da 

so erhallen die Auflösungen den Nenner 2 ± -J^- ^ welcher jedenfalls 
nicht verschwinden kann, da auch bei Gasen die Dichtigkeit nicht unendlich 

und nicht Null werden kann. Die Diflerentinlqiiotienlen , -~— ••• sind so- 

ox oy 

nach alle endlich und mithin die Functionen x y' *' in Bezug auf x y • endlich 
und stetig. 

Um den Nachweis zu führen, dass unter der Voraussetzung, dass .r j 
zu allen Zeiten einwerthige Functionen von a b c sind, auch nicht zwei Theil- 
chen, welche zu einer Zeit verschiedene Coordinaten haben, zu einer anderes 
Zeil dieselben Coordinaten haben können, betrachten wir zwei Flüssigkeits- 
theilchen, welche zur Zeit t respeclive die Coordinaten x y *, x' y' *' haben 
mögen, und setzen voraus, dass x von x', y von y', * von *' nur unendlich 
wenig verschieden sei. Wenn nun diese beiden Theilchen nach Verlauf des 
Zeitelements dt dieselben Coordinaten hätten, so müsste sein: 
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Cl-f')+iC!^* „ o, 
(8 -VH^rf/ = o. 

Wogen der vorausgesetzten Stetigkeit können die Theilclien ryz, xy'z auch 
beim Beginn der Bewegung nur unendlich wenig von einander entfernt ge- 
wesen sein. Bezeichnet man also die Unterschiede der Anfnngswerthe der 
Coordinaten mit da, db, de, so Iflsst sich immer eine unendlich kleine Grösse 
t der Art bestimmen, dass 

da = *«, db = eß, de — ty 

und dass die Grössen « ß y jedenfalls nicht alle drei unendlich klein sind. 
Dann lassen sich die obigen Gleichungen so schreiben: 

Sind nun die Functionen zu allen Zeiten stetige und endliche 

Functionen von a b c, so sind die #, f ? f, unendlich kleine Grössen von der 
Ordnung dt, und wenn man die vorstehenden Gleichungen in Bezug auf die 
auf der linken Seite siehenden « ß y auflöst, so ergeben sich diese, da die De- 
terminante nicht verschwinden kann, gleichfalls als unendlich kleine Grössen 
von der Ordnung dt, was gegen die Voraussetzung ist. 

Wegen der Stetigkeit können auch nicht Theilchen zusammenfallen, 
welche unmittelbar vorher durch eine endliche Strecke gelrennt waren. Dem- 
nach reduciren sich die Stetigkeilsbedingungen auf folgende: die Coordinaten 

x v a und die Geschwindigkeiten -jr * jt* t müssen für alle Werthe von / ein- 
J ° dt dt dt 

werthige, stetige und für endliche Werthe der Variablen endliche Functionen 
von a b c sein. 

Dazu tritt noch die eine Bedingung, dass entweder der Druck zu allen 
Zeiten eine stetige Function des Ortes ist, oder dass die Geschwindigkeiten 
stetige Functionen der Zeit sind; von diesen beiden letzteren Bedingungen ist 

Journal fBr Mathematik Bd. LXVIII. Heft 3. 37 
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wegen der Gleichungen (1.) unter der Voraussetzung stetiger Kräfte die eine 
eine Folge der andern. 

Dazu kommen noch die Bedingungen des Anfangszustandes und der 
Grenzen. Die ersteren sind einfach die, dass zur Zeit / = 0, x = a, y = b, 
* = c sein muss, und dass die Geschwindigkeiten ~- für < = ü be- 

liebig gegebene Functionen «,„ ©,„ «?„ von ab c werden, welche bei incom- 
pressiblen Flüssigkeiten der Bedingung genügen müssen: 

Die Bedingungen, die während der ganzen Dauer der Bewegung an der Grenze 
erfüllt sein müssen, sind je nach der speciellen Natur des Problems sehr ver- 
schieden. Ist z. B. die ganze Oberfläche einer incompressiblen Flüssigkeit frei 
beweglich, so ist weiter nichts erforderlich, als dass an der ganzen Oberfläche 
der Druck gegeben ist. Ist ein Theil der Oberfläche von festen oder bewegten 
Wänden gebildet, so müssen, der gewöhnlichen Annahme zufolge, die Theilchen, 
welche zu Anfang der Wand angehörten, während der ganzen Bewegung mit der 
Wand in Berührung bleiben, während an dem freien Theil der Oberfläche wieder 
der Druck gegeben sein muss. Aus physikalischen Gründen ist anzunehmen, dass 
durch diese Bedingungen die Bewegung eine vollständig gegebene ist. Der Nach- 
weis aber, dass auch mathematisch durch diese Bedingungen das Problem der In- 
tegration der Gleichungen ein völlig eindeutiges ist, dürfte ziemlich schwierig sein. 

§• 2. 

Um nun die oben erwähnte Transformation der hydrodynamischen Glei- 
chungen auf Differentialgleichungen der ersten Ordnung durchzuführen, multi- 
plicirt man die Gleichungen (1.) mit dt und integrirt dieselben zwischen den 
Grenzen 0 und t. Wendel man dann auf die drei ersten Glieder jeder dieser 
Gleichungen eine theilweise Integration an, welche wegen der vorausgesetzten 
Stetigkeilsbedingungen statthaft ist, und beachtet man, dass man für die untere 
Grenze 1 = 0 hat: 

dx . dx _ dx n 

_=1, -^- = o, ä7=0, 

_^L_0 ilL-i ilL-n 
&a -u ' db de U ' 

-da--"' ~db °' *3T *> 
dx dy d% 
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so erhält man ohne Schwierigkeiten: 

dx dx dy dy dz dz BX 

dx dx . dy dy . dz dz dl 

^~db^~dT~dT + ~üT'dT~ t » ~ ~db' 

dx dx dy dy dz dz vi 

~dT~dT + dt ~dc~ + -dT~c~c~~ 1p " ~ IT' 
worin zur Abkürzung gesetzt ist: 

Wenn man nun l als eine neue abhängige Variable ansieht, so bilden 
die Gleichungen (3.) ein System partieller Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, welche in Verbindung mit der Gleichung (2.) oder 2' und mit der 
neuen Gleichung 

der Zahl nach genügen, um die fünf Functionen: x y s i. p zu bestimmen, 
da y~ als eine durch die Erfahrung gegebene Function von p zu betrachten 

ist, welche im Fall einer incompressiblen Flüssigkeit, wo p constant ist, in 
Qbergeht, so dass, wenn man p=l setzt, die Gleichung (4.) für diesen Fall wird: 

(4') «-r-,+* !(£)+(£)+(*)■}. 

Die Function l muss die Bedingung des Anfangszustandes erfüllen, dass 
für / = 0, 1 = 0 werde, was unmittelbar aus der Definition von i hervorgeht, 
während die Bedingungen des Anfangszustandes für die Geschwindigkeiten 

Tr^irTr von se,b9t erfüm 8ind ' wenn die Functionen x y * 1 P die G,ei ~ 

chungen (3.), (4.) und die übrigen Bedingungen des Anfangszustandes be- 
friedigen. Die Gleichungen (3.), (4.) sind vollständig äquivalent mit den Glei- 
chungen (1.), denn wenn man aus den ersteren l durch Differentiation eliminirt, 
so gelangt man direct zu den Gleichungen (1.) zurück. 

S.3. 

Durch diese Transformation sind nun die hydrodynamischen Gleichungen 
in der That auf Gleichungen der ersten Ordnung zurückgeführt. Allerdings 
ist dabei scheinbar die Zahl der unbekannten Functionen und der Differenlial- 

37» 
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glcichungen um eins vermehrt. Beachtet man aber, dass bei den incompressiblen 
Flüssigkeiten die Function p in den Gleichungen (3.), (2.) gar nicht vorkommt, und 
dass selbst bei Gasen diese Function mittelst der Gleichung (4.) aus (2'.) eliminirt 
werden kann, so erkennt man, dass die Gleichungen (3.), (2.) oder (2'.) für 
sich integrirt werden können, und dass dann nachträglich die Function p aus 
der Gleichung (4.) bestimmt wird. In den Fällen, wo dio Function p an 
einem Theil der Oberfläche oder an der ganzen Oberfläche gegeben ist, kann 
die Gleichung (4.) oder (4'.) unmittelbar auf den Theil der Grenze angewandt 
werden, wo p gegeben ist, und enthält dann nur noch die unbekannten Functionen 
x y z und ).. Sie verlritt in diesen Fällen die Stelle einer Grenzbedingung 
für diese Functionen und dient zur vollständigen Bestimmung derselben. Es 
ist also in der That, was die Integration anlangt, die Anzahl der unbekannten 
Functionen nicht vermehrt worden. 

In dieser Form der hydrodynamischen Gleichungen lässt sich nun leicht 
auch die Voraussetzung eines Geschwindigkeitspotenlials einführen. 

Man hat nur anzunehmen, dass die Functionen u„ r„ tp„ die partiellen 
Üifferentialquotienten einer Function ,// nach a b c sind. 

Man kann dann in den Gleichungen (3.) die Function « mit i. ver- 
einigen, wodurch dieselben die Gestalt annehmen: 

dx dx Oy dy ds ds dX 
^'öä^ r ~oT'ca~ + ~oT'da~ ~~ "50"' 

dx dx dy Oy 8s ös dX 

W~3F ~ ~db^ 

dx dx dy dy Bs dz dl 
~dT de + ~dT~dc + dt de ~ de' 

Die Function X ist dann so zu bestimmen, dass sie zur Zeit t — 0 nicht 
verschwindet, sondern fi wird. Dadurch sind also die Functionen c u »„ 
aus den Differentialgleichungen entfernt und in die Bedingungen des Anfangs- 
zustandes verlegt, wodurch eine wesentliche Erleichterung des Problems der 
Integration der partiellen Differentialgleichungen herbeigeführt wird. 

Heidelberg, im October 1867. 
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lieber Kegelschnitte, die einer gewissen Bedingung 

genügen. 

(Von Herrn G. Bauer in München.) 



Kleien U — 0 und K=0 die Gleichungen zweier Kegelschnitte, also 
U+i.V=0 die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch die Durchschnitts- 
punkle von U und V geht; sei ferner o* die Discriininante von U + XY, so 
hat man 

S = A + A0+A 7 0' + ;i 3 A\ 
wo A, A' die Discriminauten von V und V sind, 0, & aber Invarianten des 
Systems der beiden Kegelschnitte. Ist 

U=ia,b,c, d, e, f) {x, 9, *), K = (a' s b\ c', <?, e', f) 9, »), 

so ist 

A = abc + 2</e/"- ad 5 - fte 1 - o/", A' = a'6'c' + • • • , 

= a' (6c - rf ') + 6' ( ca - e 1 ) + c (06 - f 1 ) + 2</ , (<r/- arf ) + 2e'( fd - be) + 2/"((te- tf), 
und 0* ergiebt sich aus 0 durch Vcrtauschung der Coefficienten von U und V. 

Wie Herr Salmon gezeigt hat, ist 0=0 die Bedingung, dass der Kegel- 
schnitt V einem zu U conjugirten Dreieck umschrieben ist. Dieselbe Bedingung 
0 = 0 ist auch erfüllt, wenn die Seiten eines zu V coujugirlen Dreiecks den 
Kegelschnitt U berühren *). 

Da 0 vom ersten Grade ist in Bezug auf die Coefficienton von F, so 
giebt es in der Schaar von Kegelschnitten, welche durch vier Punkte gehen, 
nur einen Kegelschnitt W, der einem conjugirten Dreieck eines gegebenen 
Kegelschnitts S umschrieben ist. Betrachtet man die Schaar von Kegelschnitten, 
welche durch die Durchschnitlspunkte von U und V gehen, so dass W von 
der Form U+iV ist, und bezeichnet man mit 0, r(6 diejenige Invariante von 
W und S, in welche die Coefficienten von W im ersten, die von S im zweiten 
Grade eingehen, so ergiebt sich aus der Bedingung 0^ = 0, sogleich 



* 0/-, s 1 

und mithin ist die Gleichung des Kegelschnitts W, der einem zu S conjugirten 



) Salmon, Conic* Uber», v. Fiedler. Note VI. 
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Dreieck umschrieben ist, 

(10 0 r ,s-v-e v>s .v = o. 

Die Gleichungen von U und V können unter die Form gebracht werden 

(9.) tf= j,'- s < -f «(*'-*') = 0, Y = yi- z > + a'(x 7 -J) = 0, 
wo ar = 0, y = 0, s = 0 die Gleichungen der Seiten des Dreiecks sind, welches 
den Durchschnittspunkl der Diagonalen und die Durchscbnittspunkte der Gegen- 
seiten des Vierecks (U, V) zu Ecken hat. Ist S ein demselben Viereck um- 
schriebener Kegelschnitt, und 

(3.) y l -V+*Or'-* 7 ) = 0 
seine Gleichung, so ergiobt sich die Gleichung von IV nach Entfernung des 
Factors (fl'-a) (1+2A) in der Form 

(4.) = 0, 

wo n — — 

Während nun in der Schaar der Kegelschnitte U+lV jedem Kegelschnitte 
S ein Kegelschnitt W entspricht, entsprechen jedem Kegelschnitt W zwei Kegel- 
schnitte S, S,, welche conjugirte Dreiecke haben, die dem W eingeschrieben 
sind. Die Parameter k, *, derselben ergeben sich aus dem Werthe von K 

(5.) * j = -(i+Jr)±yi+jr+JTi 

dieselben sind mithin immer reell, wenn K es ist; auch ersieht man, dass 



(6.) = *. = --f-^T' 

Um nun die Gleichung der beiden Kegelschnitte S, S, zu finden, welche dem 
Kegelschnitt W entsprechen, ersetze man in Gleichung (1.) U durch S, so geht 
dieselbe, da O ss =SA wird, wenn A die Discriminante von S bezeichnet, über in 

(7.) 3A. V-0 rtS .S = 0. 
Sind V, S, W in der Form (2.), (3.), (4.) ausgedrückt, so wird 

3A.F-0.S = (a'-k)(l + 2k) W, 
wo A = -Ar(l-fA), 0 = -(a'-f 2k + 2ak+k 7 }. Setzt man in dieser Gleichung 
ki statt k, so geht S in S, Ober, während V und W ungeändort bleiben. Aus 
beiden Gleichungen ergiebl sich sodann, wenn man für k und k v ihre Werthe 
in K subslituirt 

a = -9K(i + K) = 9 V, wenn V die Discriminante von W, 
ß = 3(a'-|-2/f +2a7T+/T) = -W r ,,r , 
y = - 3 (K+ 2a' + 2a' K+ a") = + SO r >r 
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gefunden wird. Es ist also allgemein die Gleichung der beiden Kegelschnitte 
S, jSi, welche durch die Durchschniltspunkte von V und W gehen und con- 
jugirte Dreiecke haben, welche W inscribirt sind, 

(8.) 3 V . r - e r<H r. 2 V . W+ & r ,,r- W 1 = 0. 
Ist V = 0, d. h. zerfallt W in zwei Gerade A, B, so zerföllt die Gleichung 
(8.) in die Gleichung W — O und folgende 

(9.) 2& rtir V-e rttf r. W = 0; 

einer der Kegelschnitte S, S t fällt also mit W zusammen, der andere, durch 
Gleichung (9.) dargestellt, ist derjenige Kegelschnitt, der durch die Durch- 
schnittspunkte von I' mit A und B geht, und für welchen der Pol der einen 
Geraden auf der andern liegt. Ist die Gerade B die unendlich entfernte Gerade, 
so ist der Kegelschnitt (9.) mit V ähnlich und ähnlich liegend und hat die 
auf A fallende Sehne von V zum Durchmesser. 

Lässt man hingegen in (8.) V mit dem Kegelschnitt S zusammenfallen, 
so wird & rtm = <V,s = 0 und die Gleichung (8.) giebt sodann den Kegel- 
schnitt S t ausgedrückt durch S und W in der Form 

(10.) SVS~0 Si , r .2rV = 0. 

Diese Gleichung giebt zu irgend einem Kegelschnitt S den entsprechen- 
den S, mit Hälfe des Kegelschnitts W, der durch Gleichung (7.) bestimmt 
ist. Man kann aber auch S, ohne Hülfe von W, unmittelbar in der Form 
S+iK ausgedrückt erhalten. Man hat hierzu nur zu bemerken, dass, wenn 
S t = S+lV ist, die Substitution von S+AK an die Stelle von S die Gleichung 
(7.) des Kegelschnitts W nicht ändern darf. Durch diese Substitution wird 
aber Gleichung (7.) 

ÜtV-&(ß+lV) = 0, 

wo d, & das bedeuten, was A, 0 r ,« werden, wenn man S-\-XV statt S setzt. 

Die Vergleichung dieser Gleichung mit (7.) giebt 

33-&.X & 
~ 3A = TT 

Nun ist aber 

J = A + 0.X-f ÖU' + A'.A 1 , *=e + 2(9'.A + 3A'./l , . 
Die Substitution dieser Werthe giebt für die Bestimmung von > die Gleichung 

A[2(0 , -3A0') + (00'-9AA')A] = 0. 
Die Wurzel X = 0 entspricht dem Kegelschnitt S; die andere Wurzel ent- 
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spricht dem S t . Die gesuchte Gleichung von S, wird demnach 

(11.) ((■>6'-9AA')S-2((?-3&0')V = Q 
A, A' sind hier die Discriminanten von S und Vi O und & stehen für 
ß rs und Q'r s- 

Setzt man in dieser Gleichung W an die Stelle von V, so ist H = 0. 
A' geht in V über und man erhält die Gleichung (10.). 

Setzt man endlich in (11.) S, statt I, so muss, da die Gleichung sich 
auf S, = 0 reduciren soll, 

(12.) Ö6/-9AA, = 0 

sein, wo A, die Discriminante von S, ist, und Ö, 6f für 0 ÄSi , &' S)Sl stehen. 
Dies ist mithin die Bedingung, dass zwei Kegelschnitte S y S, conjugirte Drei- 
ecke haben, welche demselben durch die Durchschniltspunkle von S und S, 
gehenden Kegelschnitt eingeschrieben sind. 

Diese Bedingungsgleichung (12.) ergiebt sich auch sogleich aus Gleichung 
(7.), wenn man darin S t statt V setzt und bemerkt, dass die Gleichung den- 
selben Kegelschnitt darstellt, wenn man .S und S, verlauscht. 

Als Beispiel seien die beiden Kreise 

gegeben, welche die Axe der y zur Badikalaxe haben. Dieselben stehen 
in dem Vorhältniss von S und S t zueinander, wenn n»i»i = 3A l , da in diesem 
Falle 00— 9AA, = (m— m,)^^««!- 6k 2 ) gefunden wird. Der zugehörige 
Kegelschnitt W ergiebt sich sodann aus (7.) 

a^+f*4*(<*+ «i)ar — Ä 5 = D, 
ein Kreis, dessen Lage zu den beiden ersten Kreisen ersichtlich ist. 
München, im Mai 1867. 
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Recherches sur les polyedres. 

(Seeond memoire.) 

(Par M. Camille Jordan a Paris.) 



Theorie des aspects retrogrades. 

!• 

Cieu^ralites. 

Dans un precedent memoire, nous avons defini d'une moniere precise 
les aspects, tant directs que retrogrades des polyedres, et nous avons assigne 
dans quelles circonstances plosiears des aspects directs que presente an memo 
polyedre peavent devenir semblables enlre eux. Pour completer cette theorie, 
il nous reste ä traiter des aspects retrogrades, et ä les comparer, soit entre 
eux, soit avec les aspects directs. 

La comparaison mutuelle des aspects retrogrades resulte imraediatement 
de celle des aspects directs. En eflet, un seul nspect, soit direct, soit retro- 
grade, etant donne, suffit pour determiner l'enchainement des faces, et par 
suite tous les autres aspects, tant directs que retrogrades. 

Cela pose, on voil aisement que la similitude de deux aspects directs 
entraine celle des aspects retrogrades, correspondant aux mimes sommets et 
areteSy et reciproquement. En effet, soient par exemple A, Ä deux aspects 
directs semblables entre eux. De Kaspert A on deduira sans ambiguite Kaspert 
retrograde A correspondant au meme sommet et ä la meme arete: de laspect 
Ä on deduira de la meme facon l'aspect retrograde correspondant A'. Les 
deux aspects A, Ä, qui sonl les donnees a parlir desquelles se fait cetto de- 
duction, etant semblables, les resultats seront les roemes de part et daulre. 
Les deux aspects A, A seront donc semblables. 

II ne reste donc plus qu'ä chercher dans quel cas un polyedre est tel 
que quelqu'un de ses aspects directs A soit semblable ä Tun de ses aspects 
retrogrades A. Si cette circonstance se presente, soient c un element ou 
nrete de ce polyedre: y Telement ou 1 arete qui porte relativement ä l'aspect 
A le meme numero que c dans l'aspect A: nous dirons que y esl Chomologve 
iaterse de c relativement aux deux aspects A et A. 

Journal für Mathematik Bd. LXVIII. Heft 4. 38 
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Un element ou ar«He y est dit inverse a un autre element ou arete c, 
si Ton peut delermincr deux aspects, l'un direct A, l'autre retrograde A, re- 
lativeraent auxquels y soit l'homologue inverse de c. 

Si y est inverse n c, reciproqnement c sera inverse ä y. En eflct, 
supposons que l'aspect A soit pris par rapport an sommet a et a l'arete ab; 
l'aspect A par rapport au sommet a et ä l'ardle aß. L'aspect direct A etant 
connu, on en deduira sans ambigulte Pordre de succession des faces. et par 
suite l'aspect retrograde A, relatif ä a et ä ab, ainsi que le numero de e 
dans ce nouvcl aspect. De meme, l'aspect retrograde A etant connu, on en 
deduira l'aspect direct A, relatif ä « et aft, et le numero de y sous ce dernier 
aspect. Les deux aspects A et A sont semblahles: d'ailleurs la deduction se 
fera de meme dans Tun et Paulro cas: car Taspoct retrograde A devient, 
comme nous favons vu dans le l* r memoire, un aspect direct pour un obser- 
vateur qui so placerait sur la surface inlerieure du polyedre. L'aspect retrograde 
A, est donc semblable ä l'aspect direct A, , et c est homologue inverse de y 
relativement ä ces deux aspects. 

Theoreme. Soient A et A deux aspects semblables, f w» direct, ( autre 
retrograde, rf'im meme polyedre: a un sommet quelconque de ce polyedre, ab 
une arete qui y passe, c une arite ou element quelconque, a, aß, y les homo- 
logues interses de a, ab, c par rapport aux aspects A et A. L'aspect direct A t 
du polyedre relatif ä a, ab, sera semblable ä t aspect retrograde Ai relatif ä «, 
aß, et y sera t homologue inverse de c relativement ä ces deux nouveaux aspects. 

En effet, Taspect direct A etant connu, Tencbainement des faces du 
polyedre sera completement determine. On en deduira donc sans ambiguile, 
et l'aspect direct A t relatif a a, ab, et le numero que portera c dans ce nouvel 
aspect. De l'aspect retrograde A on deduira de la meme maniere et sans 
ambigulte l'aspect retrograde A, relatif ä «, aß, et le numero que portera y 
sous ce nouvel aspect. Lcs donnees a partir desquelles se fait la deduction 
etant exactement les memes de part et d'autre, les resullats devront etre les 
memes. Les deux aspects .4, et A, seronl donc semblables, et en outre c 
et y y auront respeclivement les m£mes numeros. 

Ce theoreme fournil immediatement le corollaire suivant: 

Si un aspect direct d'un polyedre est semblable ä t un de ses aspects 
retrogrades, chacun de ses aspects directs sera semblable ä quelquun des aspects 
retrogrades. 
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Theoreme. Deux elements ou artles E, E', inverse» ä un troisieme 
E sont pareils entre eux. 

En effet, comparons entre eux les aspects A, A relativeraent aoxquels 
E est fhomologue inverse de E: soient aß une arete quelconque du polyedre, 
ab l'arete dont aß est l'homologue inverse relativem tut aux deux aspects A, 
A: Taspect retrograde A, relatif ä a, aß est semblable ä Taspect direct A t 
relatif a a, ab: et E est l'homologue inverse de E relativement ä ces deux 
nouveaux aspects. 

On voit de meme qu'il existe un aspect direct Ä, semblable ä l'aspect 
retrograde A, et tel que E soit l'homologue inverse de E'. 

Les deux aspects .4,, lj. tous deux semblables ä A,, sont semblables 
entre eux. 1) lilleurs E, E' portent respectivement suus ces deux aspects un 
möme numero, celui que porte E sous Taspecl A, . £ et E' sont donc pareils 
entre eux. 

Theoreme. Reciproquement, ri deux eliments ou arites E, E sont 
interne* tun de l autre, tout element ou arite pareil ä E e*t inverse ä E. 

En effet soient a, aß et a, ab les sommets et aretes par rapport aux- 
quels sont pris les aspects A et A relativement auxquels E est l'homologue 
inverse de E. Si nous comparons entre eux les aspects B et B' relativement 
auxquels E' est Thomologue de E, a et ab auront pour homologues un autre 
sommet et une autre arete a et a'b'. I/aspecl A' relatif ä a et ab' doit 
etre semblable ä Taspect A relatif a a et ab, et E' sera l'homologue de E 
relativement ä ces deux aspects (1" memoire). Les deux aspects A et Ä 
seront donc semblables, et E inversemenl homologue de E' relativement ä 
ces aspects: car les numeros quils y portent sont les memes, chacun d'eux 
etant le meme que porte E dans l'aspect A. 

Coro Ilaire. Tout element ou artte inverse ä fun de ses homologues 

t?8l f/lVcrSC a «Wl — mvmC. 

Theoreme. Si un element E presente une symetrie de rotation <f ordre 
Ar, tout element E inverse ä celui -lä presentera egalement une symetrie de ro- 
tation tf ordre k. 

En effet, si l'element E est un sommet, il existe k aretes Ea, Eb, Ec, ... 
partant de ce point et relativement auxquelles l'aspect du polyedre est le möme. 
Cela pose, comparons les deux aspects A et A relativement auxquels E a pour 
homologue inverse E: les arötes Ea, Eb, Ec auront respectivement pour 
homologues inverses des aretes Ea, Eß, Ey , ... issues de E: les aspects 

38* 
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retrogrades respectivement relatifs ä E et Ea, E et Eß etc. sont lous semblables 
entre eux: car ils sont respectivement semblables aux aspects directs relatifs 
ä E et Ea, ä E et Eb etc. qui sont semblables entre eux, par hypothese. 
D'ailleurs les aspects directs respectivement relatifs ä E et Ea, a E el E/i 
etc. se deduisent chacun sans ambiguile de laspect inverse correspondant. 
Iis sont donc semblables entre eux, ce qui demontre le theoreme. 

Si l'element E est une face, les aspects relatifs ä Ar aretes ab, cd, ... 
etc. bordant cette face, sont semblables entre eux. Si Ton compare entre eux 
les deux aspects A et A, ab, cd, ... auront respectivement pour homologues 
inverses des aretes aß, yd, ... etc. bordant E: et les aspects retrogrades 
relatifs ä ces dernieres arötes, et par suite les aspects directs correspondants 
seront semblables entre eux. 

Theoreme. Si une arete ab presente la symetrie de relournetnenl, 
sott inverse aß presentera la meme symetrie. 

En efTet comparons entre eux les deux aspects A et A relativement 
auxquels aß est Thomologue inverse de ab, a etant Thomologue inverse de 
a, et par suite ß fbomologue inverse de b. Les deux aspects directs a, ab 
et b, ba relatifs ä V arete ab sont semblables par hypothese; les deux aspects 
retrogrades a, aß et ß, ßa respectivemeut semblables aux precedents, seront 
semblables entre eux. Les aspects directs correspondants seront donc evidemment 
aussi semblables entre eux. 

Theoreme. Si S est un sommet inverse « lui-meme, soit k ( ordre 
de la symetrie par rotation que presente ce sommet : parmi les aretes et les face* 
qui se croisent en S, il en existe 2k qui sont imersement homologues ä elles- 
memes par rapport ä des aspects relativement auxquels S est egalement inverse- 
ment homologue ä lui-meme. 

Reciproquement , si 2k arUes ou faces, issues du sommet S, jouissent 
de cette propriete, il y aura une rotation d'ordre k autour de S. 

Soit en eflet Sa une aröte arbitrairement choisie parmi Celles qui sont 
issues du point S. Imaginons, qu'un observaleur, situe sur cette arete, dans 
les environs du point S, se metle ä lourner dans le sens direct autour de ce 
point en cheminant sur la surface cxterieure du polyedre; il traversera successive- 
ment les aretes et les faces qui aboulissent en S. Donnons le numero 0 ä 
larete initiale Sa, le numero 1 ä la premiere face que Ton traverse, le 
numero 2 ä la seconde arete, le numero 3 ä la seconde face, etc. Les aretes 
successives auront ainsi la serie des numeros pairs, et les faces qui les separenl, 
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la serie des numeros impairs. Enfin. si K est le nombre des ardtes issucs 
de S, la serie des numeros s'arrötera ä 2K—i. le numero 2/fretombant sur 
la 1*" artte, dejä marquee du numero 0, ie numero 2K+\ sur la 1*" face, 
qui a dejä le nuraero 1. e!c. 

Soit Sb la premiere ardte pareille ä Sa que Ton rencontre en tournant 
aulour de S; soit 2,u son numero: Sb est la ardte que Ton rencontre 
apres Sa dans ce mouvement de rotation. Si Ton compare entre eux les 
deux aspects semblables respectivement relatifs ä S, Sa et ä S, Sb on voit 
que la premiere ardte pareille ä Sb (ou ä Sa), que Ton rencontrera ensuile, 
sera la ft w,ne ä partir de Sb, soit la 2a'*"" ä partir de Sa; puis viendra la 
ä partir de cette derniere, qui sera la 3//''"" ä partir de Sa, elc. On 
aura ainsi une succession dardtes pareilles ä Sa, et dont les numeros sont 
respectivement ceux de la suite 

[JS) 0 2« 4« . . . 2n,M elc. 

Le nombre .« est un diviseur de K. En effet, posons K=mu + y, 
v etant un entier inferieur ä it. L ardte dont le numero est 2(m-f-l),u, ou 
en retranchant les multiples de 2K, 2 («—»'), est pareille ä Sa. Et cette ardte 
serait, contraireraent ä notre hypolhcsc, plus voisine de Sa que ne Test Sb, 
si v n'etait pas nul. On a donc simplement K = m,u : d'ailleurs la serie (2) 
contient m ardtes distinctes pareilles ä Sa 

0 2« 4« ... 2(w-l)/#. 
Le nombre de ces ardtes etant k, par Hypothese, on a m = k, d'oü K— ku. 

Cela pose, comparons entre eux les deux aspects relativement auxquels 
S est suppose inversement homologue ä lui-mdme: Tarnte Sa aura pour ho- 
mologne inverse une autre ardte Sa, egalement issue de S: soit 21 le numero 
de cette ardte. Les k ardtes issues de S et pareilles ä celle-lä seront Celles 
dont les numeros apparliennent ä la serie 

[2') 21 2u + 2l 4« + 2A . . . 2»> + 2ä . . . etc. 

Soient Sä, Sä deux ardtes choisies arbilrairement Tune dans la serie 2, 
Tautre dans la serie 2nu et 2n\u-\-2l leurs numeros respectifs. II existe 
une face ou ardte dont le numero est «') u -j- Ä; c'est la (»'— »J « ■+■ 
que Ton rencontre apres Sä en tournant dans le sens direcl autour de 5; c'est 
de meme la (»'— n)u + i.""" que I on rencontre apres Sä, en tournant dans 
le sens retrograde autour de S. L'aspect direct relatif ä S, Sä elant semblable 
ä l aspecl retrograde relatif ä S, Sd , cette face ou arele sera inversement 
homologue ä elle-nieroe relativement ä ces deux aspects. 
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Les entiers n, «' etant arbitraires, on pourra donner successivement a 
»+»' chacune des 2k valeurs 0, 1 . . . p, ... 2k — 1 : on aura ainsi 2k faces 
ou aretes essentiellement dislinctes 

et dontchacune est inverse a elle-möme. 

Remarquons que ces face* ou arites tont opposees deux ä deux dam 
t angle polyedre S. En effel, soit pu + l le numero de Kuno d'entre elles: 
son opposee, ayant pour numero K+pu+l = (|»-f k)fi+l, fait partie de la 
suite 1, fi-\-l . . . etc. 

Supposons reciproquement que parmi les anMes ou faces aboutissant en 
S, il en existo 2k qui soient inverses ä elles - memes : il existera autour de S 
une symetrie de rotation d'ordre k. 

En effet, numerotons com me precedemment les aretes et faces qui 
aboutisseut en S, en leur donnant la suile des numeros 0, 1, ... 2K— 1. 
Soient n, »',... n 7k ~ l les numeros d'ordre des faces et aretes qui sont in- 
verses ä elles- memes, ranges par ordre de grandeur. Les differences suc- 
cessives de ces nombres 

«'-«, !»"-»', . . . H-» u ~ i +2K 

sont en nombre 2k et leur somme est evidemment egale ä 2K. L'une d'elles 

2K 

au moins est donc egale ou inferieure ä 

2K 

Soit donc, par exemple, »'-» = ,«<, : et supposons en premier 
lieu que Tun des deux numeros, » par exemple, represente une arete. Com- 
parons ensemble les deux aspecls relativement auxquels la face ou arete n 
est inversement homologue ä elle-meme. L'arete dont le numero est «=»'—« 
etant la u'""" des faces et aretes que Ton rencontre apres celle dont le numero 
est »', lorsque on tourne dans le sens retrograde autour de S, sera l'homologue 
inverse d'une autre arele, qui sera la «'"""' rencontree apres »' en tournant 
dans le sens direct, et dont le numero sera par suite »' + /*. L'aspect direct 
relatif ä cette derniere aröte sera semblable ä l'aspect retrograde relatif ä 
Tarnte n: d'ailleurs, par hypothese, ce dernier aspect est semblable ä l'aspect 
direct correspondant ä la meme arete »: donc les aspects directs relatifs aux 
aretes dont les numeros sont respectivement » et »' + ,« = » + 2/t , sont scm- 
blables entre eux. On en deduit successivement que les aspects directs relatifs 
ä toutes les aretes de la serie 

n n+M/t n-f-4« etc. 
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sont semblablcs enlre eux. Le nombre fi etant g les k premiers termes 
au moins do celle serie seront incongrus par rapport au module 2K. On aura 
donc uue rolation d'un ordre au moins egal ä k. Mais cet ordre ne peut 
depasser k: car alors, d'apres la premiere partie de la demonstralion, le nombre 
des faces ou aretes inverses ä elles-memes surpasserait 2k. 

Supposons en second Heu que les deux numeros «, ri designcnt tous 
les deux des faces, F el F'. Comparons enscmhle les deux aspecls relalive- 
ment auxquels F' est inversement homologue ä elle-meme: F etant la 
des faces et aretes que Ton rencontre apres F' en tournant dans le sens 
retrograde, sera l'homologue inverse d'une aulre face F,, qui sera la 
que Ton rencontre apres F' en tournant dans le sens direct, et portcra le 
numero »' + u — »+ 2,«. 

Soient Sa, Sb les deux aretes qui limitenl la face F (Fig. 1). I/arete 
Sa portera le numero «+1, l'arete Sb le numero »— 1, el leurs homologues 
inverses Sa t , Sb n qui bordent la face F,, porteront respectivement les numeros 
n-\-2,u — 1, n-\-2u + \. L'aspect direct relatif ä l'arete Sa t est semblable ä 
Taspect retrograde relatif ä son bomologue inverse Sa. D'aulre part, si nous 
comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels la face F est 
inversement homologue a elle-meme, les aretes Sa, Sb seront respectivement 
homologues inverses Pune de Tautre: Taspect direct relatif ä Sb est donc sem- 
blable ä l'aspect retrograde relatif ä Sa, et par suite ä Kaspert direct relatif ä 
Sa,. Les numeros de Sb, Sa, etant respectivement n— 1, »-1+2«, on verrn 
comme tout ä l'heuro que les aspects directs relatifs ä toutes les aretes de la serie 
n — 1 « — 1 + 2/< »—1+4« . . . etc. 

2K 

sont semblables enlre eux. La quantite « etant '^-^ cetle serie contiendra 
au moins* termes difTerents. D'ailleurs eile ne peul en contenir davantage: car 
alors le nombre des faces ou aretes inverses ä elles-memes depasserait 2k. 
On demontre d'une maniere analogue le theoreme suivant: 
Theoreme: Si F est une face inverse ä elle-meme, soit k f ordre de 
la symetrie par rolation que presente cetle face: parmi le* arUet el les sommets 
sUues stir le contour de F il en existe 2k qui sont inversement homologues ä 
eux-memes par rapport ä des aspects relalitement auxquels F est inversement 
homologue ä elle-meme. 

Reciproquement si 2k aretes ou sommets, situes sur le contour de F, 
jovissent de cetle propriete, il y aura une rotation d ordre k autour de F. 
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Soit en cffet a un sommet arbitrairement choisi parmi ceux qui sont 
situes sur le contour de F. Imaginons qu'un observateor d'abord place en ce 
sommet se mette ä tourner dans le sens direct autour de F. II rencontrera 
successivement les ardtes et sommets qui bordent cette face. Donnons aux 
sommets successifs la suite des numeros pairs 0, 2, 4, . . . 2/T-2, aux aretes 
successives la suite des numeros impairs 1, 3, ... 2K— 1, K designant le 
nombre des cotes de la face. Les numeros suivants 2K, 2/f-fl, etc. re- 
tomberont sur les sommets et aretes dejä marques des numeros 0, 1, . . . etc. 

Comparons entre eux les divers aspects relativement auxquels F est 
sa propre bomologue: a aura pour homologues k sommets distincts situes sur 
le contour de F. Soit a t le premier de ces sommets que Ton renconlre apres 
a, 2ft son numero. Comparons specialement entre eux les deux aspects re- 
lativement auxquels o, est l'homologue de a. La premiere aröte ab, issue de 
a et bordant sur sa droite la face F a pour bomologue o,6,, qui est issue 
de a,, et laisse egalement F a sa droite: b aura donc pour bomologue 6,; 
bc aura pour bomologue o,c, etc.,- a, aura donc pour homologue un nouveau 
sommet o, , dont le numero d'ordre est 4«, etc. On aura ainsi une succession 
de sommets pareils ä a, et dont les numeros sont ceux de la suite 
{£) 0 2f* 4« . . . 2»u etc. 

On verra comme dans le theoreme precedent que Ton a K=kp. 

Cela pose, comparons entre eux les deux aspects relativement auxquels 
F est inversement bomologue ä elle-meme. Le sommet a aura pour bomologue 
invcrse un autre sommet a egalement situe sur le contour de F: soit 21 le 
numero d'ordre de ce nouveau sommet. Les k sommets situes sur le contour 
de F et pareils ä celui-lä seront ceux dont les numeros appartiennent a la serie 
(2') 21 2// + 2JI 4n + 2). . . . 2n' f t+2l .... 

Soient a n) «„. deux sommets quelconques, pris arbitrairement Tun dans 
la suile 2, lautre dans la suite 2': soient 2mt , 2«',«4-2ä leurs numeros 
respectifs. Comparons entre eux les aspects relativement auxquels a m a pour 
homologue invcrse a n ., F restant inversement homologue a elle-möme. 

Un observateur tournant dans le sens direct autour du sommet 2ntt 
entre sur la face F en traversant l'arele 2nu -\-\: il en sort au contraire en 
traversant Taröte 2nu — 1 . De ineme un observateur tournant dans le sens 
retrograde autour du sommet 2n'fi+2k entre sur F en traversant Taröte 
2n'fi-\-2l— 1 et en sort par l'aröte 2n'u + 2/. -f 1 . L'ardte 2nu + \ a donc 
pour homologue inverse Tarete 2»'u + 2A — 1. Son extremite 2n/4+2 aura 
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donc pour hoinologue inverse le sommet 2w'n -f 2Ä — 2, exlremite de l'aröte 
2«'/' -f 2i — 1. De meme l'arele 2«« + 3 aura pour hoinologue inverse 
larete 2»> + 2>-3 etc. Donc enfin l'arete ou sommet dont le numero est 
2«a + (»'-»),« + /. =2«>-f 2ä-{i>'-»} i «+ä} =(m+n')fi+.l sera inversemonl 
hoinologue ä lui - meine. 

Les entiers n, n etanl arbilraires, on pourra donner successivement ä 
« + «' chacune des 2* valeurs 0, 1 , . . . p, . . . 2k— l. On aura ainsi 2k 
sommets ou aretes essentiellement distincts 

l u + X 2,11 + i . . . pu + l . . . (2A-1),«+* 
et dont chacun est inverse ä lui-rußme. 

Kemarquons que ces sommets ou aretes sont opposes deux ä deux dam 
le polygone F. En effet , soit pti -\- ). le numero de Tun d 'entre eux : son 
oppose, ayant pour numero K-\-p/t + X = (p + k)u + k, fait partie de la suite 
X, jt*+ 1 . .. etc. 

Supposons reciproquement que parmi les sommets ou aretes situes sur 
le contour de F il en exisle 2k dont chacun soit inversement homologue a 
lui -meme relalivement ä des aspecls par rapporl auxquels F soit egalement 
inversement homologue ä elle-mdme. II existera aulour de F une symetrie 
de rotalion d'ordre k. 

En eflet, numerotons comme precedemment les sommets et aretes du 
contour en leur donnant la suite des numeros 0, 1, ... 2h— 1. Soieut 
», i»', ... n'* -1 les numeros d'ordre des sommets et aretes qui sont inverses 
ä eux -meines, ranges par ordre de grandeur. Les difierences successives 
de ces uombres 

w '_ fl) „"_„', . . . 2K 
sont en nombre 2k, et leur somme est evidemment egale ä 2K. L'une d'elles 

Ott 

au moins est donc egale ou inferieure ä 

2h' • 

Soit donc, par cxemple, «'— » = «^-^- : trois cas sont ä distinguer: 
1". Si les deux numeros », »' designenl des sommets, comparons 
ensemble les deux aspects relalivement auxquels n est inversement homologue 
ä lui- meme. L'arete ri-\-\ par laquelle un observateur tuurnant dans le sens 
direct autour de »' entre dans la face F aura pour homologue inverse l'aröte 
n — 1 par laquelle ce memo observateur entre dans la face F en tournant 
dans le sens retrograde. Le sommet «'4-2 aura pour homologue inverse le 
sommet «'— 2 etc. Donc enfin le sommet « = n'—fi sera l'homologue inverse 
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du sommet «' + ,", el farete «'— ,u — 1 sera l'homologue inverse de Tarnte 

»'+,«+ 1. 

L'aspect direct relalif au sommet n'+u et ä l'arele ri + u+i sera 
donc serablable ä I'aspecl retrograde relalif au sommet n' — ,u et ä l'arele 
n'—ft—l: mais ce dernier est semblable a laspect direct relatif au sommet 
n'—u et ä l'arele »'—« + 1, puisque nous supposons que le sommet ri—u = n 
est inverse ä lui-mömc. Donc les aspects direcls relatifs ä n, »+1 d'une pari, 
el ä «'+ u = «-f-2/f, »4-2m+1 d'autre pari, sont semblables enlre eux. On 
en deduit successivemenl que les aspecls direcls relatifs ä 

n el m + 1, » + 2« et » + 2//-f 1, » + 4i* et » + 4// + 1, etc. 

1K 

sont semblables enlre eux. Le nombre u etant ^-jjp ,es * Premiers lermes 
de celte serie seront differents par rapport au module 2K. Dailleurs la face 
F etant situee immedialemenl ä la droile de chacune des aretes n-fl, »I 2u+\ 
etc. sera sa propre homologue sous tous ces aspects. II exisle donc autour 
de celte face une symelrie de rolalion d'un ordre au moins egal ä k: mais 
cel ordre ne peut depasser k; car, d'apres la premiere partie de la demonslralion, 
le nombre des faces ou aretes inverses ä elles-mßmes depasserait 2k. 

2". Supposons en second lieu que Tun des deux numeros n, ri , ri 
par exemple, represente une arele. Comparons enlre eux les deux aspects 
relativement auxquels ri est sa propre homologue inverse: le sommet n'-fl 
aura pour homologue inverse «' — 1. En effet un observateur tournant dans 
le sens direct autour de »' + 1 sort de la face F en traversanl l'arele ri. 
Un observateur tournant dans le sens retrograde autour du sommet qui est 
l'homologue inverse de n'-f 1 doit donc sorlir de la face F (inversement 
homologue ä elle-meme) en traversant l'aröte ri (inversement homologue ä 
elle-möme). Ce sommet cherche n'est donc pas c'est donc »' — 1. 

On deduit de lä que »' — 2, »' — 3, ... enfin n = ri — u sonl respeclive- 
ment les homologues inverses de »' + 2, »' + 3, ... *'+/*• La demonslration 
s'acheve comme loul ä l'heure. 

3°. Supposons enfin que n, ri, soient deux aretes. Comparons entre 
eux les deux aspects relativement auxquels ri est sa propre homologue inverse: 
n— 1, «, »+1 seront respectivement les homologues inverses des sommets 
et aretes suivants: »'+,« + 1 = »+2«+l, n + 2u, n + 2/u-i. L'aspect direct 
relatif au sommet »-f 2/a — i el ä larete w + 2// est donc semblable ä laspect 
retrograde relatif au sommet »4-1 et a l'arete ». Mais l'arele » etant inverse 
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ä elle-meme, Taspect retrograde relatif ä n+1 et « est semblable ä 1'aspect 
direct relatif ä n. Ce dernier est donc semblable ä Kaspert direct 

relatif ä « + 2«- 1 et n + 2u. La demonstration sacheve encore comme dans 
le preraier cas. 

Theoreme. Si m element jouissant dune symetrie de rotation <f ordre 
k e$t inverse ä lui-meme, on pourra determiner ä partir de cet element k 
sönes distinctes formtet chacune d'une mite de face* et <f arHes toutes inverses 
ä elles-memet, qui se relient tes unes aux au t res par des sommets et des arHes 
egalement int er s es ä eux-mimes. 

Chacune de cet tönet fait le tour du polyedre, et le divise en deux 
moities, inverses f une de f aulre, et contenant chacune le meine nombre <f dömenls 
et <f arites. 

Supposons. pour fixer les idees, que Telement considere soit un sommet 
8 (Fig. 2). II existera 2k faces ou aretes issues de ce point, et inverses ä 
elles - meines. Soit B l'une d'elles choisie arbitrairement: nous supposerons 
encore, pour fixer les idees, que B est une arete Sb. 

Comparons enlre eux les deux aspects A et A Tun direct, lautre re- 
trograde, relativement auxquels S et B sont simullanement inversemcnl homologues 
a eux-memes. Lautre extremite de B, b est evidemment son propre homologue 
inverse. 

Le point b est le sommet d'un angle polyedre dans lequel il existera 
une face ou arete C, opposee ä B, et qui sera evidemment sa propre homologue 
inverse. Car en designant par 2K le nombre total des faces et arrtes qui 
se coupent en b, C est celle que Ton renconlre la K ihme en tournant autour 
du point 6, soit dans le sens direct, soit dans le sens retrograde, ä partir 
de bS, qui est sa propre homologue inverse. 

Supposons que C soit une arete bc: son extremite c sera sa propre 
homologue inverse, et le point c est le sommet d'un angle polyedre dans 
lequel il existera une face ou arete D, opposee ä C, et qui sera sa propre 
homologue inverse. 

Supposons cette fois que D soit une face. Les deux ardtes c«, ca, 
qui la bordent, sont inversement homologues l'une de Tautre: car si Ton 
designe par 2h le nombre total des arötes et faces qui se coupent en c, ca 
est celle que Ton rencontre la K—i vmc en tournant autour du point c dans 
le sens direct, ä partir de cb: et ca' est celle que Ton rencontre la K— l im<1 
en tournant dans le sens retrograde. L'arrte ca ayanl pour homologue inverse 

39» 
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ca', a aura pour homologue inverse a' : farele suivanle aß parmi Celles qui 
bordent D aura pour homologue inverse afi : aura pour homologue inverse 
Ii' etc. On arrivera enfin a un sommet ou ä une aröle unique rf oppose ä 
c, et qui sera son propre homologue inverse. 

Supposons, pour fixer les idees, que rf soit une arete mm': il existe 
une face /•,* contigue ü ü suivaut l'arete rf, et qui sera evidemmenl sa propre 
homologue inverse, puisque D et d sonl chacune leur propre homologue inverse: 
d'ailleurs /«' etant Thomologue inverse de in, l'homologuo inverse de my sera 
my' , celui de y sera y' etc. On arrivera enfin a un sommet ou ä une arete 
unique e, oppose ä d, et qui sera son propre homologue inverse. 

Supposons cette fois que e soit un sommet: les deux aretes ey, ey', 
qui y ahoutissent. sont homologues inverses Fune de Tautre. Le point e est 
le soaimet d'un angle polyedre dans lequel il existera une face ou arete F, 
opposee ä E, et qui sera evidemment sa propre homologue inverse. Car en 
designanl par 2K le nombre total des faces et ardtes qui se coupent en e, 
F est celle que Ton rcncontre Ia K— l ime en tournant aulour de e, soit dans 
le sens direcl, ä parlir de ey, soit dans le sens retrograde, ä partir de er/, 
homologue inverse de ey. 

En poursuivant ainsi. on determine une chaine continue de faces et 
d'aretes B, C, D, E, F, ... dont chacune est sa propre homologue inverse, 
et qui se rattachenl les unes aux autres par des sommets et aretes b, c, d, e, ... 
dont chacun est egalement son homologue inverse. Une teile suite ne pouvant 
elre illimitee. il faudra necessairement quo Ton retombe au bout d'un certain 
temps sur les faces et aretes dejä trouvees. 

Supposons donc qu'apres une suite de faces el d'areles toutes differenles 
B, C, D, E, F, ... on arrive ä une derniere face ou ardte <p ä parlir de 
laquelle on retombe sur Tune des precedentes. C'est necessairement sur B 
qu'on retombera. En eflet, supposons qu'on retombe sur D. La face tp doil 
se relier ä la suivante D par un sommet ou une ar£te qui soit son propre 
homologue inverse. Mais parmi les sommets et arötes qui bordent D, deux 
seulement, c et rf, sont inversement homologues ä eux-memes. Cela pose, 
si (f elail contigue ä D suivant l'aröte rf, eile se confondrait avec E, con- 
trairement ä notre hypothese. D'aulre pari <p ne peut aboutir en c: car parmi 
les faces et aretes qui aboulissent en c, D et C sont les seules inversement 
homologues ä elles-memes : <p devrait donc se confondre avec C^contrairement 
ä nolre hypothese. 
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II resulte de la 1° que tp se relie necessairemenl ä la premiere arete 
ou face B; 2" que In liaison se fait au sommet S, ce sommet etant le seul 
de B qui soit inversement homologue ä lui-menie (6 exceple ; 3" que tp n'est 
autre que la face ou arete opposee ä B dans fangle polyedre S, celte derniere 
face ou arele elant la seule inversemenl homologue a eile -meine parmi loutes 
celles qui aboutissent en S: 4" et par consequenl quen conlinuanl ä partir 
de tp la serie d'operations par laquelle on a determine successivement B, C, 
D, E, F, . . . tp, on rctombera sur la möme suite. Ces faces et arötes forment 
donc une zöne continue /. ceignant le polyedre. 

Deux portions quelconques P et P de cette zöne ne peuvent se Iraverser 
mutuellement: en effet, cela ne pourrait se faire que de qualre manieres 
differontes: 

1". P et P' auraicnt une face commune F. suivant laquelle se ferait 
Tinterseclion. Cette hypolhese doit 6tre rojetee, les faces et aretes successives 
B, C, D, ... tp devanl «Hre essentiellemenl distincles les unes des aulres. 

2". P contiendrait une artMe mn (fig. 3), laquelle servirait d'intersection 
enlre deux faces conseculives de/*', M et N. Ce cas est impossible: car si Ton 
compare enlre eux les deux aspects A et A, chacun des points m, n elant 
son propre homologue inverse, la face M qui est la premiere rencontree par 
un observateur silue en «i« et lournant dans le sens direct autour de n, aurait 
pour homologue inverse la face situee de l'autre cöte de l'aröte mn, celte 
derniere face elant la premiere que rencontre un observateur situe en w» et 
tournant autour de n dans le sens retrograde. La face M ne pourrait donc 
dlre sa propre homologue inverse, comme eile doit Telre. 

3°. V contiendrait une des arötes mn qui separent deux faces con- 
seculives de P, M et A r . Ce cas est evidemment identique au precedent, sauf 
le changement de P en P'. 

4". Enfin P et P' se croiseraient (fig. 4) en un sommet a, qui servirait 
a la fois de point de conlacl entre deux faces ou aretes successives de P, M et S, 
et entre deux faces ou arötes successives de P, M' et IS". Ce cas est im- 
possible encore: car nous avons vu que parmi toutes les faces et aretes abou- 
tissant en a, M et N sont les seules qui soient inversement homologues ä 
elles-memes. AI' ne pourrait donc elre sa propre homologue inverse, comme 
eile doit Tetre. 

La zöne Z, ne se coupant elle-meme nulle pari, ainsi que nous venons 
de le demontrer, partage le polyedre en deux regions R et K nettcment dis- 
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tinctes. La zöne Z etant sa propre homologue inverse, chacune des regions 
R, R' sera, ou sa propre homologue inverse, ou Thomologue inverse de l autre 
region. Pour le decider, considerons une arete quelconque aß parmi celles 
qui bordenl la zöne Z, et son homologue inverse a'ß' (fig. 5). Un observateur, 
tournanl dans le sens direct autour de a, sorlira de la region R en traversant 
Tarele aß. Au contraire, un observateur tournant dans le sens retrograde 
autour de a sortira de la region R' en traversant Tarele a'ß'; donc R' est 
Phornologue inverse de R. 

Chaque element ou arete de Tune des regions R, R' aura donc dans 
Tautre region un homologue inverse essentiellement diflerenl de lui-möme. Les 
deux regions contiennenl donc le meme nombre de fuces, aretes et sommels. 

Nous avons vu que parmi les aretes el faces qui se croisent en 8, il 
y en a 2k, opposees deux ä deux, qui sont inverses ä elles-mömes. Chaque 
zöne contenant un couple d'aretes el faces opposees telles que ß et on 
pourra determiner ä partir du point S, k zönes differentes. 

Le theoreme est donc demontre dans loutes ses parlies. 

Nous avons suppose, pour fixer les idees, que relement considere etail 
un sommet S. Le cus oü ce serail une face F ne peut plus presenler de 
difficulte apres les developpements dans lesquels nous sommes entres. En effet, 
il existe sur le contour de F 2k sommels ou aretes donl chacun est inverse ä 
lui- meint . el qui sont opposes deux ä deux. A partir de chacun d'eux on 
pourra determiner de proche en proche d'apres la methode ci-dessus decrite 
une suite de faces et d'aretes formant une zöne, qui viendra rojoindre la face 
initiale F par le sommet ou Tarele oppose ä celui duquel on est parti. 

Theoreme. Si une arete ab est ineerse ä eile -tneme, on pourra 
determiner ä partir de cette arete une idne analogue ä celle du theoreme 
precedent. 

Si tarele ab pretente en tneme temps une symetrie par retournement, 
on pourra determiner deux zöne* dütinete* ä partir de cette arite. 

Comparons en eiTet les deux aspects A et A relalivemenl auxquels ab 
est sa propre homologue inverse: deux cas pourront se presenler: 

1 er cas. Chacun des points a, b est inversement homologue a lai- 
merne. On pourra determiner une zöne Z ä partir du point a et de Taretc 
ab (theoreme precedent). 

2 feme cas. a est inversement homologue de b, et reeiproquement. Soit 
F Tune des faces que borde Tarete ab. Elle est sa propre homologue inverse: 
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car c'est la premiere face que renconlre an observaleur silue sur ab, soit 
qu'il tourne dans le sens direcl autour de a, soit qu'il tourne dans le sens 
retrograde autour de 6, homologue inverse de a. La face F elant sa propre 
homologue inverse, ainsi que l'aröte ab, on pourra delerminer une zöne Z' a 
partir de F et de ab (theoreme precedent). 

Ces deux zönes coexistent, si l'aröte ab presente une symetrie par re- 
tournemenl. Soient en effet c et cd le sommel et Tarnte relativement auxquels 
est pris l'aspect direct A. Frcnons successivement les aspects direcls /;. B' relatifs 
a a et ab, b et ba. Ces deux aspects sont semblables par hypothese. Soient 
respectivement c, c'd" le sommet et l'arete homologues de c, et cd relative- 
ment aux aspects B et B'. D apres un theoreme demontre dans nolre 1 er me- 
moire, l'aspect Ä relatif ä c' et c'd' est semblable ä Taspect A relatif ä c, cd: 
et b, ba seront respectivement homologues de a et ab relativement aux deux 
aspects A et Ä. 

Cela pose, comparons successivement Taspect retrograde A avec les 
deux aspects semblables A et Ä. Dans chacune de ces compnraisons l'arete 
ab sera sa propre homologue inverse: si d'ailleurs a est homologue inverse 
de b dans l'une d'elles, il sera son propre homologue inverse dans lautre, et 
reciproquemenl. Le theoreme est donc demontre. 

Remarque. L'une des deux zönes, Z', contient les deux faces F, G 
que separe l'arele ab, ce que ne fait pas l'autre zrtne Z. Pour distinguer 
l'une de l'autre ces deux nalures de zönes, nous dirons que la zöne Z' est 
transter$ale, et la zöne Z longitudinale a l'arete «6. 

Theoreme: Deux tönet qttelconquet Z, Z' de la nature de Celles que 
nous venons de delerminer se coupenl toujour» mutuellement au moins deux fois. 

En elTet, la zöne Z partage le polyedre en deux regions R, R', qui 
doivent contenir chacune le meme nombre d'elements et d'arötes. Si la zöne 
Z elait contenue toute entiere dans l'une de ces regions R, eile pnrtagerail 
le polyedre en deux regions R t et R[ dont l'une contiendrait tous les Clements 
et aretes de R' et une partie de ceux de R: et l'autre une partie seulement 
de ceux de R: les deux regions ß, et R\ ne pourraient donc renfermer le 
möme nombre d'elements et d'aretes, comme cela doit ölre. 

D'ailleurs les zönes Z, Z' etant des contours fermes se coupent ne- 
cessairement un nombre pair de fois. 

Celle interseclion peut se faire, de trois manieres differentes, comme 
nous l'avons dejä vu. 
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1°. L'interseclion se fait suivant une face F, commune aux deux zönes 
Z el Z' (fig. 6). 

2°. Elle se fait suivanl une arete mn, ä laquelle une des zönes Z 
est longitudinale, et l'autre transversale (fig. 7). 

3'. Elle se fait en un sommet a qui sert en memo temps de point de 
contact entre deux faces ou aretes succossives de Z, M et N, el entre deux 
faces ou areles successives de Z', M' et N* (fig. 8). 

Theoreme. Si k zönes distinctes se croisent en un meme sommet 0, 
ce sommet est doue d'une symetrie de rotation d'ordre k. 

Car il existe 2k faces ou aretes, passant par ce point, et qui sont in- 
verses ä ellcs-memes. 

Theoreme. Si k zönes distiuctes se croisent en aboulissant touies 
ä une face commune F, cette face est douee d une symetrie de rotation 
d ordre k. 

Car cette face se rattache aux deux faces voisines de chacune des 
k zönes par des sommets ou aretes dont chacun est inverse ä lui-meme. et 
dont le nombre total est 2k. 

Theoreme. Si deux zönes se croisent suivant une arete ab, cette 
arete est douee de la symetrie de retournement. 

En eflel, comparons entre eux les deux aspects relativement auxquels 
Z est inversemenl homologue ä eile -meme: a et ab sont leurs propres homo- 
logues inverses. L'aspect direct relatif a a, ab est donc semblable ä Kaspert 
retrograde correspondant. Comparons d aulre part les deux aspects relative- 
ment auxquels Z' est sa propre homologue inverse : a et b sont reciproquement 
homologues inverses Tun de Tautro. L aspect direct relatif ä b, ba est donc 
semblable ä Taspecl retrograde relatif ä a, ab, et par suite ä Taspect direct 
correspondant. II y a donc symetrie de retournement. 

II est d'ailleurs evident qu'il ne peut se couper plus de deux zönes 
suivant une arete donnee. Car pour qu'une zöne contienne ab, il faul evidemment 
1" ou qu'elle contienne une des faces que cette arete separe, et qu'ainsi eile 
coupe Z' suivanl une face, el non suivant une simple arete, 2° ou qu elle ren- 
ferme Tune des areles ou faces qui se coupent en a. Cette aröte ou face 
devant etre opposee ä Tarete ab, apparliendra ä Z, avec laquelle la zöne cherchee 
se confondra dans son enlier. 

Theoreme. Si Ion trace sur le polyedre toutes les zönes possibles 
Z, Z', ... elles dieiseront la surface du polyedre en une serie de regions 
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R, R', ... elc. DeSx rtgion* contiguea quelconques R et R', aont imerae* 
fune de Cautre. 

Soient Z In zöne qui separe R de K, A et A les aspects relativement 
auxquels les elements et ardtes de Z sont chacun son propre homologue in- 
verse. Tout element ou arete inverse ä lui,-merae aura pour homologue inverse 
an autre element ou arete jouissant de cette mime propriele. Le Systeme des 
zönes Z, Z,, . . . formees par les elements et aretes de cette nature sera donc 
son propre homologue inverse. Chaque region R comprise entre ces zönes 
aura donc pour homologue inverse une region de meme nature. 

Cette homologue inverse sera precisement Ii' : car soient ab une arete 
quelconque de Z prise dans la partie de cette zöne qui separe R de R', a/i 
son homologue inverse (fig. 9). Un observateur tournant dans le sens direcl 
aulour de a sortira de R en francbissant l'arete ab. De meme un observateur 
tournant dans le sens retrograde autour de a sortira de R' en franchissant 
l'arele a(i. Donc R' est homologue inverse de R. 

Corollaire. Deux regions contigues ä une troisieme sont pareilles 
entre elles comme inverses ä une möme region. La serie R, R', . . . ne con- 
tienl donc que deux especes differentes de regions, inverses l'une de lautre. 

11°. 

Solution du problenie. 

Nous allons appliquer les theoremes precedents ä la Solution generale 
du probleme que nous nous sommes pose plus haut. Nous trailerons suc- 
cessivement des diverses classes de polyedres que nous avons distinguees dans 
notre premier memoire. 

l«re dasse. 
Polyedres Ii- nidtrique». 

Supposons qu'un polyedre P, donl tous les aspects directs dilTerenl 
entre eux, presente deux aspects semblahles A et A, Tun direct, f autre retro- 
grade. Deux cas pourront se präsenter. 

1« cas. // existe un element on arHe inverte ä lui-mbne. 

On pourra delerroiner ä partir de cet element ou de cette anMe, une 
zöne Z, dont les elements et aretes seront inverses ä eux-memes. Elle par- 
tage le polyedre en deux regions R et R' : ä chaque element ou arete de 
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l'une de ces regions correspond un element ou arete* inverse dans l'autre 
region. D'ailleurs ä un element ou arete donne ne peut correspondre quun 
seui element ou arete inverse: car s'il y en avait deux, ils seraient pareils 
entre eux, et le polyedre ne serait plus de la l fere classe. Les elements et 
aretes de Z sont donc les seuls qui soient inverses ä eux-memes. 

2 ferae cas. // nexiste avcun tletnent ou arile ineerse ä lui-mtme. 

A chaque sommet correspond un sommet inverse, et un seul. Soit o 
Tun de ceux dont la distance ä son inverse a est un minimum <?. Soient L 
une ligne geodesique tracee entre a et «, A son homologue inverse relative— 
menl aux deux aspects A ot A. La ligne L issue de a aboutit ä un point 
n inverse de a. Son inverse . / issue de o aboutira donc en un point a, 
inverse ä «. Le point a etant le seul qui soit inverse ä a, A aboutira ne- 
cessairement en a. 

Soit a, b, c, ... la suite des sommels que Ton rencontre en parcourant 
la ligne L de a ä o: «, ß 9 f $ . . . la suite des sommels inverses des pre- 
cedents que Ton rencontre en parcourant la ligne A de « en o. La distance 
mutuelle de deux quelconques de ces sommels inverses sera precisement d. 
En effet, par hypotheso, cette distance ne peut etre inferieure ä d. D autre 
part, soit c un quelconque de ces sommels, d sa distance ä a. La distance 
a a est d—d, celle de <x au point y inverse de c est d: et la distance de c 
ä y est au plus egale ä la somme <) de ces deux dislances partielles. 

La longueur commune d des deux lignes L et A est > 1 : car si Ton 
avait d — 1, ces deux lignes se confondraient en une seule arete an, qui serait 
inverse ä elle-meme, conlrairement ä notre hypolhese. D'autre part L et A 
ne peuvent avoir aucun sommet commun. Supposons en effet quun sommet 
c de L, situe ä la distance d de o, colncidat avec un sommet de A 3 situe ä 
la distance rf de er. Le sommet y inverse de c, situe sur A ä la distance d 
de «, serait ä une distance de son inverse egale ä ±(d— d') et par suite in- 
ferieure ä d, contrairement a notre hypothese. 

Les lignes L et A formen! ainsi un contour continu qui partage le 
polyedre en deux regions Ii et Ii'. Ces deux regions sont respectivement 
inverses Tune de lautre. En effet, soit R celle de ces deux regions dans 
laquelle un observaleur tournant dans le sens direct autour de a penelre en 
traversant Parete ab: un observaleur tournant dans le sens retrograde autour 
de a penetrera dans Tautre region K au moment oü il traverse l'arete aß 
inverse de ab: la region R' est donc l'inverse de la region R. 
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La classe que nous venons de considerer fournil doac deux types de 
polyedres. 

1 er type. II existe des elements et aretes inverses ä eux-memes; 
ces elements et aretes sont lous situes sur une zöne Z qoi fait le tour du 
polyedre et le partage en deux regions, inverses fune de lautre. 

2fcme type. i| „existe ni element ni arete inverses ä eux-memes. 
On peut tracer autour du polyedre un contour ferme inverse a lui-meme, et 
qui partage le polyedre en deux regions inverses l'une de fautre. 

2eme classe. 
Synie*trie de rotation. 

On sait que les polyedres de cette classe presentent deux elements S 
et T uniques chacun de son espece, les aulres, ainsi que les aretes, etant Ar fois 
repetes. L element S presentant une symelrie par rotation d ordre Ar, il en sera 
de meme de son homologue inverse relativement aux deux aspects A et A: ce 
sera donc ou S ou T: d'ailleurs les elements S et T n 'etant pas pareils, ne 
peuvent ötre simultanement inverses a un meme element S: on a donc deux cas 
seulement ä considerer, suivant que <S est inverse a lui-mdme, ou inverse a T. 

1" cas. V element S est inverse ä Im-mime. II existera Ar zönes 
partant de cet element. Deux quelconques de ces zönes doivent se croiser 
au moins une fois en dehors de S: et Tintersection doit se faire, ou suivant 
une arete qui presentera la symelrie de relournement, ou suivant un element 
qui presentera une symetrie de rotation. Or aucune arele n'offre la symelrie 
de retournement, et lelement T est le seul autour duquel il y ait symetrie 
de rotation. Donc les k zönes passeront par T. II nexistera d'ailleurs aucune 
autre zöne: car eile devrait couper deux fois au moins chacune des aulres: 
et ces intersections ne pourraient avoir Heu, comme nous venons de le voir, 
quen S et T. Mais la symetrie de rotation donl ces points sont doues etant 
d'ordre k seulement, il ne peut passer plus de k zönes en' chacun d'eux. 

Les k zönes ainsi determinees partagent le polyedre en 2k fuseaux. 

2 tme cas. Lelement S est inverse de T et reciproquement. Soient 
L une ligne geodesique arbitraire menee de S ä T; L, L,, ... les k 
lignes pareilles issues de S; vi, . . . , les Ar lignes inverses issues de T. 
On peut supposer que ces lignes ne se traversent mutuellement nulle pari. 

En effet, on sait (l or memoire), que deux quelconques des lignes 
i, I, , . . . L k _ t ne peuvent avoir aucun point commun autre que S et T. II 
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en sera de mdme des lignes yi, y/ t . ... A k _ t qui sont egalement pareilles 
entre elles. Donc trois qaelconques des lignes L, ... yi, ... A„_ x ne 

peuvent se renconlrer toutes en un mdme point: car sur ces trois lignes, 
deux au moins apparliendraient ou ä la serie L, ... ou ä la serie 

/, ... sit-, . 

Supposons maintenant que quelques unes des lignes L, . . . L t _, puissent 
renconlrer quelques unes des lignes A , . . . A k _ x . Soit en parliculier u le 
point de In ligne L le plus rapproche de son milieu parmi ceux oü eile ren- 
contre les lignes A, . . . yi k _ x (fig. 10). Soient 8 la distance de S ä T, d 
la distance de « ä S: on peut supposer tf<l J<T: car, si Ton avait rf> on 
n'aurait qu'ä considerer, au Heu de lelement S, felement / . dont la distance 
d—d a fg serait <T. 4^- Nous diviserons par la pensee la ligne L en trois 
Ironcons: le premier /, de longueur d, compris entre S et «, le dernier f, 
de meme longueur, pris ä parlir de T: cnfin un troncon median m, dont la 
longueur <? — 2d peut d'ailleurs se reduire ä zero. Soit maintenant A celle 
des lignes yJ, . . . A k _ x qui rencontre L au point m. A elant geodesique ainsi 
que l, la distance de w a S sera la meme sur fnne ou lautre de ces deux 
lignes, et Ion pourra decomposer A en trois Ironcons, Tun Ä, de longueur d, 
pris ä partir de T, le dernier de meme longueur, compris entre « et S: 
enfin un troncon median ti. 

Considerons maintenant la ligne geodesique /.' formee de la succession 
des troncons /.', m, /': eile se confond avec une de ses inverses dans chacun 
des deux Ironcons ).' el /'. En edel, comparons ensemble les deux aspects 
relativement auxquels L a pour homologue inverse A. L', qui contient #", 
dernier troncon de L, aura pour homologue inverse une ligne yf, contenant 
dernier troncon de yi. D'autre pari, //, dont le premier troncon V se con- 
fond avec le dernier troncon de son homologue inverse yf, sera eile -meme 
I homologue inverse d'une autre ligne yf, issue de T, et dont le premier 
troncon devra se confondre avec le dernier de son homologue inverse V. 

Chacune des lignes L', L,, ... /^_ M pareilles a L', colneidera evidem- 
ment de meme avec quelqifune des lignes inverses A A x , . . . yi\_ x dans 
chacun de ses Ironcons extremes. On le voit immediatement en comparant 
entre eux les deux aspects relativement auxquels l'une d'elles, L„ par exemple, 
. est fhomologue de V. 

En dehors de ces comeidences, les lignes V, ... A', . . . A\_ , 

ne se rencontreront en aueun point. En effet ce point ne peut etre sur les 
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troncons extremes oü ces lignes sont dejä confondues deux h deux: car on 
aurait trois lignes se coupant en im meme poinl, ce qui est impossible. II 
ne peui «Mre non plus sur les troncons medians, qui sonl les meines que ceux 
des lignes L, . . . A, . . . A k _ x , dont nous avons suppose que los troncons 
medians ne se renconlrent pas. 

Deux cas pourront ici se presenter: 

l or sous-cas. Im ligne V se confond avec une de ses incerses A', 
dans toute son etenduc. Celle ligne presente alors un sommel median ou une 
aröle mediane, suivant que <T est pair ou impair. Si Ton compare entre eux 
les deux aspecls relativemenl auxquels celte ligne est sa propre homologuc 
inverse, ce sommel ou celte arßte sera egalement son propre hornologue in- 
verse. Chacune des lignes L\ + . . . L k ^ t presentern de meme en son milieu 
un sommet ou une arete inverse ä lui-meme. Par chacun de ces sommets 
ou aröles passera une zöne de la nature de celles que nous avons appris ä 
delerminer. Toules ces zönes se confondenl en une seule Z passant par tous 
les sommets ou aretes medians. Car sil y en avait deux, eiles se coupernient 
necessairement suivanl des artMes qui presenteraienl la symetrie de retourne- 
ment, ou suivant des elements doues d une symetrie de rotation. Or d une 
pari il n'exisle aueune arete douec de la symetrie de retournemenl, et d'autre 
part nous avons suppose quo les elements S et T, les seuls aulour desquels 
ait lieu une symetrie de rolation, no sont pas inverses ä eux-mömes. 

2 imu sous-cas. La ligne A' est distinete de l! dam toute son etendue, 
ou du moins s en separe apres s etre eonfondue arec eile sur une longueitr d. 
Soil m le point oü les deux lignes se söparcnl (fig. 11). Imaginons un ob- 
servaleur silue sur uS dans le voisinage du point u, et se nieltant ä lourner 
dans le sens direct autour de ce point: supposons, pour fixer les idees, que 
purmi les deux lignes V et A, L' soit la premiöre dont il renconlre le pro- 
longement. Soil />, celle des lignes pareilles ä L' qu'on renconlre la premiere 
apres V en lournant dans le sens direct autour de S: le fuseau F conlenu 
entre ces deux lignes renlermera en entier la ligne A ', puisque celte ligne 
ne peul traverser nulle pari ni V ni L\. 

La ligne A\ se confondant avec une de ses inverses L' dans son 
premier troncon Sir, devra egalement se confondre avec une autro de ses in- 
verses dans son dernier troncon 7V. Celte autre inverse no pourra etre que 
l'une des deux lignes L' , L, entre lesquelles A' est comprise. D'ailleurs ce 
ne peut ölre V, En effet, supposons (fig. 12) que A t apres s'elre separee 
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de 11, se reunisse de nouveau ä cette ligne en c. Coraparons ensemble les 
deux aspects relativement auxquels A 1 est homologue inverse de V ; A 1 con- 
lenant le premier troncon Su de V, aura reciproquement pour homologue in- 
verse une ligne pareille ä L' et contenanl le premier troncon Tv de At : ce • 
sera donc precisement L. Cela pose, V etant rencontree avant A par un ob- 
servateur tournant dans le sens direct autour de u ä partir de «5, son inverse 
A devra etre rencontree avant V, homologoe inverse de /'. par un obser- 
vateur tournant dans le sens retrograde autour de © et ä partir de vT, resullat 
dont la vue de la figure montre 1'absurdite. 

Le point v sera donc situe sur la ligne L\, ä la dislance d du point 
T (fig. 11): et si Ton compare ensemble les deux aspects relativement aux- 
quels A est l'uomologue inverse de L', l'homologue inverse de A' sera Li, 
qui est rencontree apres A, ainsi que cela doit etre, par un observateur 
tournant dans le sens retrograde autour de v a partir de vT. 

La ligne A divise le fuseau F en deux regions (* et (>, inverses l'une 
a Tautre : car la region (* comprise entre les lignes V et A' a pour homologue 
inverse la region comprise entre leurs homologues inverses A' et L\. 
Aucun elemenl ni arele n'est inverse a lui-meme. En effet soit E un element 
ou arete quelconque situe dans la region p. La region (i, contient un elemenl 
ou arete E inverse ä E: si E etail inverse ä lui-meme il serait semblable 
ä E: le meme fuseau F contiendrail donc deux elements ou areles pareils E 
et E, ce qui ne peut etre. 

La classe que nous venous de considerer fournit donc trois types de 
polyedres : 

1 er type. Chacun des elements S et T est inverse ä lui-meme. On 
peut tracer autour du polyedre Ar zönes meridiettne* , se coupant aux deux 
pole» S et T. 

2«me type. S est l'inverse de T et reciproquement. II existe des 
elements ou arötes inverses ä eux-memes, et formant autour du polyedre une 
zöne äquatoriale. 

3ime type. S est finverse de T et reciproquement. II n'existe ni 
element ni arete inverse ä lui-meme: k lignes geodesiques pareilles L',...L k _^ 
convenablement tracees entre S et T, decoupent la surface du polyedre en * 
fuseaux pareils, partages chacun en deux regions inverses l'une de Tautre par 
l'une des lignes yf, . . . inverses de L\ . . . . 
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3*™ c lasse. 
Syme"trie de rotation et retournement. 
Ce cas n'elant qu'un cas particulier du precedent, un peu modifie, se 
traite exactement de meme. 

L'element autour duquel a Heu la rotation binaire, etant le seul qui 
jouisse de cette propriete, sera necessairement son propre inverse. II part 
donc de cet element deux zönes meridiennes, qui se croisent suivant Parole 
ä retournement, qui est egalem tut unique. L'une d'elles est transversale, 
l'autre longitudinale par rapport a cette 'arete. 

4 tme classe. 
Syme*trie de retournement. 

Ce cas se traite encore exactement de meme que celui des polyedres 
de la seconde classe. 

Si Ton designe par S et T les deux aretes ä retournement, deux cas 
pourront se presenter: 

1« cas. Chacune des deux arites S, T est sa propre inverse. 11 
existe alors deux zönes meridiennes Z, Z' se croisant suivant ces deux aretes : 
et deux cas pourront se presenter: 1° Celui oü l'une des zönes Z est trans- 
versale aux deux aröles S et T, l'autre Z' etant longitudinale ä toutes deux. 
2° Celui oü chacune des deux zönes Z, Z' est transversale a l'une des aretes 
S, T et longitudinale ä l'autre. 

2feme cas Varite S est inverse de T et reciproquement. Soient 
lf, />',, A', A\ des lignes geodesiques tracecs entre S et T de la maniere 
indiquee plus haut: on pourra dislinguer deux sous-cas. 

1 er sous-cas. Si la ligne /.' se confond dans toute son etendue avec 
l'une de ses inverses A', il existe des elemenls ou aretes inverses ä eux- 
memes et formant une zöne equatoriale autour du polyedre. 

2 ime so us cas. Si les lignes L et A' se separent en tout ou partie 
de leur etendue, il n'existe ni element ni arete inverse ä lui-meme: et les 
deux lignes L', L, parlagent le polyedre en deux regions pareilles, subdivisees 
chacune en deux regions inverses l'une de l'autre par l'une des lignes A\ A x . 

On a donc ici trois types de polyedres correspondant ä ceux que fournit 
la seconde classe: et de plus le premier de ces types pourrait a la rigueur 
etre subdivise en deux sous- types, comme nous l'avons indique. 
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&*«■» classe. 
Syiuötric par rotation et reuversement. 

On sail qu'il existe deux elements S et T pareils entre eux et doues 
d une symetrie de rotation d'ordre k, et deux autres systemes remarquables, 
formes chacun de k elements pareils doues de rotation binaire, ou de k arötes 
pareilles, douees de retournement. 

Nous laissons expressement ici de cöle le cas oü A = 2, que nous 
traiterons en meme temps que celui' des polyedres de la t> cmo classe. 

Chacun des deux elements extrömes, S et T, sera inverse ä lui-meme. 
En efTet, comparons ensemble un aspect direct quelconque et Taspect retrograde 
qui lui est semblable. I. homologue inverse de S, etant doue d'une symetrie 
de rotation d'ordre k, sera ou S lui-möme, ou T. Mais m^mc dans ce dernier 
cas, S etant pareil ä T, sera inverse a lui-mßme. 

II existe donc k zönes passant par S, et * zönes passant par T: ces 
dernieres z-önes se confondront toutes avec les premieres. Supposons en effet 
que Tune des zönes passant par S, que nous designerons par Z, ne passe pas 
par T. Comparons entre eux les * aspects directs relativement auxquels S 
est son propre homologue: Z aura successivement pour homologues les autres 
zönes Z,, ... Z*_, qui passenl par S: aueune de ces zönes ne passera en 
7\- car Z n'y passe pas, et T reste son propre homologue sous tous les aspects 
consideres. Comparons maintenant Tun des aspects precedents avec Tun de 
ceux relativement auxquels N est homologue de T. et reeiproquement: les 
zönes Z, Z, , ... Z t _, auront pour homologues des zönes Z', . . . Zi_,, passant 
par T et ne passant pas par S. Chacune de ces nouvelles zönes traverse 
chacune des zönes Z, . . . Z t _ 1 suivant deux elements ou arötes au moins. 
D'ailleurs tous ces elements ou arötes sont dislincls: car si plus de deux zönes 
se croisaient 6uivant un element, cet element presenterait une symetrie de 
rotation plus que binaire, ce qui ne peut ötre. Le nombre des intersections 
distinetes serait donc au moins egal ä 2k 1 : mais chacune d'elles doit cor- 
respondre ä un element doue de rotation binaire, ou ä une aröte douee de 
retournement: resullal absurde, puisque le nombre total de ces elements et 
anHes est de 2k seulemenl. 

Deux cas pourront sc presenter ici: 

1 er cas. Parmi les 2k Clements ou ar He* remarquables, il neu existe 
aueun qui soit situe sur les töne* Z, . . . Z,_,. 
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Deux zönes quelconques se cotipant toujours suivant des elemenls ou 
arötes remarquables, aucune des zönes Z, . . . Z t _, ne pourra ölre traversee 
par une aulre zöne aillcurs quen S et T. Donc 1° Les zönes Z, . . . Z^, 
ne se traverseront mutuellement nulle pari ailleurs qo cn S el T. 2° II n'ex- 
istera aucune autre zöne Y diflerente de celles-lö. Car celle zöne ne peut 
passer ni en S ni en T: car la rotalion en cliacun de ces poinls etant d'ordre 
k, il n'y peul passer plus de k zönes. Y couperait donc necessairement 
chacune des zönes Z, . . . Z,_, en deux poinls, differents de S et T, ce qui 
est impossible. 

Cela pose, considerons en parliculier l'une des zönes Z. Elle dessine 
autour du polyedre an contour ferme, que les elemenls S et T qui y sont 
silues divisent en deux parlies £ et £*. Soienl £ l'une d'elles choisie ä vo- 
lonte, les demi- zönes successivement homologues de £ re- 
lalivement ä tous les aspecls direcls A, A l% . . . A-i par rapport auxquels 
chacun des elemenls S, T est son propre homologue. Comparous maintenant 
l'aspect A aux aspecls directs semblables A, A,, .. . A»_, relnlivement aux- 
quels T est riiomologue de S et reciproquement: £ aurn pour homologues 
successives k demi -zönes nouvelles f?, »?,,.. . Ce nouveau Systeme 
de k demi-zönes issues de Test essentieiiemcnt diflerenl dn Systeme £, £ M ... £ 4 _, 
des demi -zönes issues de S. Soit en elTet tj = t,. Comparons enlre eux 
les deux aspecls A, et A. S y sera Phomologue de T, i) = £ t reslanl sa 
propre bomologue. La premiere face ou aröle de £, (en appelant ainsi celle 
qui louche n S) aura donc pour bomologue la derniere, qui toucbe ä T: la 
seconde aura pour homologue l'avant derniere etc. Si le nombre des faces 
ou arötes est impair, on aura une face ou aröle mediane qui sera homologne 
a elle-möme: s'il est pair, on aura finalement deux faces ou arötes homologues 
et se reunissant par un sommet ou une aröle medians, qui sera son propre 
homologue. Dans Tun et l'autre cas, on aurait donc, conlrairement a nolre 
supposilion, au milieu de la demi -zöne £, 1111 element doue de rolation ou 
une aröle douee de relournement. 

Les k demi -zönes 'C, . . . £ t _ ( , ne sc trnversant nulle part mutuelle- 
ment, decouperont la surfnce du polyedre en k fuseaux. Les demi -zönes 
V> flu • • • « lanl dislincles des premieres, et ne pouvant les traverser, 
chacune d'elles sera contenue dans un des fuseaux. D ailleurs cbaque fuseau 
en conliendra une. En eilet supposons que les demi -zönes £, ... 
soienl ecriles dans Tordre oü les renconlre un observaleur lournant dans le 
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sens direct autour de S: comparons ensembie les aspects relativement auxquels 
£ a poar homologue l'une quelcunque d'entre elles, £„: £, aura eviderament 
pour homologue £,,+, etc. Le fuseau F compris enlre £ et £, aura pour homo- 
logue le fuseau compris entre £„ et Z^+i • Le8 foseaux F . . . F„ . . . F t _, 
sont donc tous pareils entre eux: si donc Tun deux, F par exemple, contient 
la demi-zöne tj s chacun d eux contiendra une des demi-zönes pareilles 
*„ t]ii • • • • 

Les 2k demi-zönes £, . . . i„ . . . jointes ensembie, repro- 
duiront dans leur entier les Ar zönes Z, . . . Z 4 _, ; elles partagent la surface 
du polyedre en 2k regions, bordees chacune par deux demi-zönes pareilles 
ä ±, et qui sont issues l'une de S, lautre de T Parmi ces 2Ar regions, il y 
en a A' qui sont ä la droite d'un observateur qui so mouvrait sur Fune quel- 
conque des demi-zönes qui les bordent. en s'eloignant de I'element d'oü eile 
est issue. Les Ar autres regions resteraient ä gauche de cet observateur. 
Chacun de ces systemes de regions sera evideinmenl son propre homologue 
relativement ä tous les aspects direcls semblables enlre eux. Chacun de ces 
systemes etant forme de Ar regions pareilles, et le nombre des aspects directs 
semblables -ä un aspect donne etant 2Ar, chaque region sera sa propre homo- 
logue relativement a deux de ces aspects et contiendra ainsi ou un element 
ä rotation binaire, ou une arete ä relournement. D'ailleurs chaque region est 
inverse ä Celles qui lui sont contigues. 

Remarquons enfin que les deux systemes d'eleinents ou d'aröles re- 
marquables etant inverses Tun de lautre, seront tous deux ä la fois formes 
de sommets, ou de faces. ou d'aretes. 

2 feme cas. Supposons mainteuant que parmi le* 2k Clements ou arete* 
remarquable$, il y en ait im au rnoin*, a, sur Cune de* iöne* Z, Z,, . . . Z t _,. 
Admettons par exemple qu'il soit situe sur la demi-zöne £: il sera necessaire- 
ment sHue au milieu de cette demi-zöne. 

1°. En effet, supposons en premier lieu que lelement remarquable 
dont il sagit soit un sommet. Soienl F, G, . . . les faces et aretes successives 
de £ par Tinlermediaire desquelles a se trouve relie a S, F,, G,, ... celles 
par lesquelles il se trouve relie ä T. Le sommet a jouissant de la rotation 
binaire, le nombre des faces qui s'y croisent sera pair, et chacune de ces 
faces sera pareille a son opposee: de meine pour les arötes qui les separent. 

Si donc nous comparons ensembie les deux aspects directs relativement 
auxquels a est son propre homologue, la face ou arete F aura pour homologue 
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son opposee F, : si le nombre des cdtes de F est impair. l'arete bc opposee 
ä a dans F aura pour homologue aoe arele 6,c, opposee ä a dans F, : ta 
face G, contigue ä F suivant bc, aura donc pour homologue G,, conliguä a F, 
suivant 6,c,. Si le nombre des cdtes de F est pair, soient b le sommet op- 
pose ä a, 6, son homologue dans F,. La face ou arete suivante 0, opposee 
ä F dans l'angle polyedre b, aura pour homologue 6',, opposee ä F, dans 
l angte polyedre b,. Donc dans tous les cas G aura pour homologue G,. La 
face ou aröte H, qui suit G, aura pour homologue //, . qui suit G ( , etc. <)n 
arrivera enfin ä une face ou aröte / aboulissant ä S. La face homologue /, 
aboutira necessairement ä T. homologue de 5. Le nombre des faces F, G, ... /, 
comprises enlre a et S, est donc egal an nombre des faces homologues F t . 
G,. . . . I, comprises entre a et T, ce qu'il fallait demontrer. 

2°. En second Heu, si lelement remarquable, dont il s'aeit, est une 
face a, aoient F, G, ... les faces ou aretes successives qui la relient ä S, 
F, . C, ... celles qui la relient ä T. La face a jouissant de la rotation 
binaire, le nombre de ses cötes sera pair, et chaque edle ou sommet sera 
pareil ä son oppose. 

Comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels a est sa 
propre homologne. F contigue ä a suivant bc (fig. 13), ou opposee ä a dans 
1'angle polyedre d (fig. 14), aura pour homologue contigue ä a suivant 
l'arete b t c,, opposee et homologue ä bc ou opposee ä a dans 1'angle polyedre 
forme au point d, , homologue de d. La face ou arele G, qui suit F, aura pour 
homologue 6',, qui suit F, etc. La demonstration s'aeheve comme tout ä l'heure. 

3°. Si a est une arete a laquelle 'C soil longitudinale, comparons en- 
semble les deux aspects relativement auxquels ses deux sommets b et 6, sont 
respectivement homologues. F, opposee a a en 6, aura pour homologue F„ 
opposee ii a en o,, homologue de 6, etc. 

4 U . Enfin si a est une arete ä laquelle 'C soit transversale, comparons 
encore ensemble les deux aspects relativement auxquels ses deux extremites 
b et 6, sout respectivement homologues. La face F, dans l'interieur de la- 
quelle penetre un observaleur tournant dans le sens direct aulour de b, au 
moment oü il franchit l'aröte o, a pour homologue la face F,, dans laquelle 
penetre un observateur tournant dans le sens direel autour de 6, , au moment 
oü il franchit l'arete o. La demonstration s'aeheve encore comme tout ä l'heure. 

Tou* le* elcmenU ou artle* remarquables *ont inverte* ä eux-memet 
En efTet, a etant inverse ä lui- meine, chacun des * eleraente ou aretes pareils 

41 • 
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a, o,, ... a*_i le sera egalement. Si d'aulre pari noas comparons cntre eux 
les deux aspecls A et A relalivement auxquels a est son propre bomologue 
inverse, les elemenls ou areles pareils a, a, , . . . a»_, ßeront homologues in- 
verses les uns des aulres. Les aulres elemenls ou areles remarquables a ... oi_c 
sont donc homologues inverses les uns des aulres. Comme ils sont lous pareils 
enlre eux, chacun d'eux sera inverse ä lui- meine. 

Ces preliminaires poses, 011 voil aisement que les 2k elements ou aröles 
remarquables sont tous silues aux milieux des demi- zönes t, ••• 5*-n 
t) . . . ijt . , . et qu'il passe par ces points une zöne equaloriale unique Y. 

En elTet, si Tun de ces elements, a', n'etait pas situe sur les demi- 
zönes, il passerait par ce poinl deux zönes nouvelles Y, Y', coupant chacune 
les k precedenles suivant 2k elemenls ou aröles au moins. Ces 4k elements 
ou areles seraient tous dislincls: car si Irois zönes se coupaient suivant un 
meine element, cet element presenterait une rolalion lernaire, ce qui ne peut 
etre. On aurait donc, non pas 2k, mais au moins 4k areles ou elements 
remarquables, ce qui est egalement impossible. 

Les elemenls et aröles remarquables elant en nombre 2k, et tous situes 
sur les milieux des 2k demi-zönes £ ... c t _,, t? ... t] t _ t ces milieux devront 
etre lous differenls les uns des aulres. Comme il doit passer deux zönes par 
cbacun de ces elemenls ou aröles remarquables, il y aura au moins une zöne 
equaloriale Y. Nous vcnons de voir dailleurs quil ne peut y en avoir deux 
dislincles: car le nombre des elemenls et areles remarquables surpasserail 2k. 

Si Tun des syslemes remarquables est forme par des arötes, on pourra 
dislinguer deux cas, suivant que la zöne equaloriale Y est longiludinale ou 
transversale a ces areles. Si les deux syslemes remarquables sont formes 
d'areles, Y pourra ölre longiludinale a tous deux, longiludinale a Tun et trans- 
versale ä l'aulre, ou transversale ä tous deux. 

Nous remarquerons enfin que les zönes Z, Z,, ... Z»_,, Y, ne pouvant 
se couper que suivant des elements ou areles remarquables, n'auront pas d'inter- 
seclions autres que celles que nous avons determinees. II en resulle que ia 
surface du polyedre se trouve parlagee en 4k regions dislinctes. 

La 5 imo classe fournil donc deux lypes de polyedres: 

1 er type. Les deux syslemes d'eiemenls a rolalion binaire ou d'arötes 
ä retournement sont reeiproquement inverses Tun de lautre. II existe k zönes 
meridiennes, parlagennt la surface du polyedre en 2k regions, dont chacune 
conticnl un element ou aröte remarquable. 
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2*me type. Chacun des elements ou aretes remarquables est inverse 
ä lui-meme. 11 exisle k zönes meridiennes et une zöne äquatoriale, parlageant 
la surrace da polyedre en 4k regions distinctes. 

6*»« classe. 
Symdtrie par retoumement et renverscment. 

Nous trailerons ici ä la fois des polyedres de la 6 ime classe, et de 
ceux de la 5 imo classe pour lesquels At=2, cas dont fexamen a ele reserve. 

On sait que ces polyedres presenlcnl Irois systemes dislincls cf Clements 
oa areles remarquables ; cbaque Systeme etant forme de deux elements ä ro- 
tation binaire oa de deux areles a retoumement. L'un au moins de ces 
systemes sera inverso ä lui-meme. Supposons en eflel le premier inverse 
au second: le troisieme ne pourra etre inverse ni au premier, car il serait 
pareil au second, ni au second, car il serait pareil au premier. II est donc 
inverse ä lui-meme. 

Soient S et T les deux elements ou areles que conlient ce sysleme. 
On voH comme dons la discussion relative a la 5 ini « classe qu'il existe deux 
zönes meridiennes Z, Z' se coupant muluellement en S et T. Ce point etabli, 
si S et T sonl des elements, on pourra appliquer sans aucune Observation 
nouvelle les raisonnements employes dans la suile de la discussion relative ä 
la 5* mc classe. 

Le cas oü S et T sont des aröles ab et a l b l ne presente guere plus 
de difficulle. Deux cas sont ä distinguer. 

1« cas. Le Systeme S, T est le seul des trois systemes remarquables 
qui soit son propre inverse. 

Les deux autres systemes remarquables etant inverses Tun de lautre, 
sont tous deux ä la fois formes de sommets, d'areles ou de faccs. 

Deux zönes quelconques devanl se couper suivant des elements ou 
arötes remarquables qui soient inverses ä eux-mömos, les deux zönes Z et 
Z' ne se traverseront nulle part aillcnrs qu'en 5 et T, et il n'exislera aucune 
autre zöne difTercnte de Celles -lä. 

Celle des deux zönes Z, Z' qui est longitadinalc a S est transversale 
ä T et reciproquement. Supposons en effet que la zöne Z soit a la fois 
longitudinale ä ab et ä o ( 6,. 8oit C «ne des raoilies de Z coroprise entre a 
et <»,. Comparons ensemblo les deux aspects relalivement auxquels a, est 
homologue de a. La premiere face ou aröte de F, etant opposee ä ab 
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dans fangle polyedre «. aura pour homologue la derniere face oo nröte de 'Z. 
F t opposee ä o,6, dans fangle polyedre La seconde, G, aora pour homo- 
logue lavant derniere, G, etc. enfin lelement ou arete median sera son propre 
homologue: c'esl donc un element ou arete remarquable, qui ferait parlie de 
£, et par soite serait inverse ä lui-meme, contrairement ä notre supposition. 

Los deux zönes Z, Z' divisent le polyedre en quatre regions. Deux 
de ces regions sont a la droite d'un observateur qui se mouvrait sur Tnne 
quelronque des demi- zönes qui les bordent, en s'eloignant de raröle ä Iaquelle 
cette demi-zöne est longitudinale. Les deux autres seraient situees a gauche de 
cet observateur. Les deux regions de chacun de ces systemes sont evidemmenl 
pareilles entre elles, et chacune d'elles est sa propre homologue relativetnent ä 
deux aspects dislincts. Enfin les deux systemes de regions seront inverses Tun 
de Tautre. 

2 bmo c a s. Chacun des trois Systeme* remarquables est inverse « lui-meme 

Tous ces elements ou aretes remarquables sont silues sur les zönes Z, Z'. 
Supposons en effet qoe Tun deux, c, soit situe en dehors de ces zönes. II 
passerait par c deux zönes nouvelles, qui couperaient Z et Z' suivant huit 
elements ou aretes essentiellement differents: car s'ils n'elaient pas tous dif— 
ferenls, on aurait des elements suivant lesquels plus de deux zönes se cou- 
peraient, et qui jouiraient d'une rotation plus quo binaire, ce qui ne peut etre. 
Mais il n'y a en tout que 6 elements ou aretes remarquables. Cette Hypothese 
est donc impossible. 

Ces elements ou aretes remarquables sont silues aux milieux des quatre 
demi- zönes £, r;, g,, dans lesquelles Z et Z' sont partagees par les deux 
aröles S et T. En effet, soit c Tun d'entre eux, situe par exemple sur £. 
Soient F, G, H, . . . I les faces ou arötes par lesquelles il se relie ä ab, 
F n C,, ... Ii Celles par lesquelles il se relie ä a.o,. Si Ton compare en- 
semble les deux aspects relativement auxquels c est son propre homologue, 
F t G, . . . / auronl respectivemenl pour homologue F,, ... /, : enfin / 
aura pour homologue /, . Le nombre des faces F, G, . . . / est donc egal 
au nombre des faces F, , G, , ... /, . 

Si £ est longitudinale ä l'aröte ab, I conliendra un seul des sommets 
a de ab: /, conliendra une seule des exlremiles de a,6, , ä savoir o, homologue 
de a: au contraire, si 'C est transversale ä ab, I contienl cette aröte, et /, conliendra 
0,6,: £ sera donc longitudinale ou transversale ä a,o, en möme leraps qu'a ab. 

On voit maintenanl com nie dans la discussion relative ä la 5 fejne classe 
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1° qu'il existe une zöne equatoriale Y passant par les quatre elements ou 
areles remarquables qoi restent, 2° qae les trois zönes Z, Z', Y partagent le 
polyedre en huit regions, qui se repartissent ea deux systemes inverses Tan 
de lautre, et formes chacun de quatre regions pareilles. 

Remarquons encore quon peut supposer que les trois systemes re- 
marquables sont formes chacun d'arötes: car si Tun d'eux etait forme d'ele- 
ments, S" et T', on pourrait prendre pour point de depart ce Systeme d'elements 
au Heu du sysleme S, T et Ton retomberait ainsi sur le cas dejä discute 
(pa«e 325). Cela pose, on pourra elablir dans le nouveau type de polyedres 
ainsi defini deux subdivisions: 

lfe'e subdivision. Chacune des trois zönes /. Z '. Y est longitudinale 
ä Tun des deux systemes d'arötes remarquables qu'elle conlient et transversale 
ä lautre. 

2* me subdivision. L'une de ces zönes Z est longitudinale aux deux 
systemes d'aretes remarquables quelle conlient : la seconde Z' est transversale 
aux deux systemes quelle conlient: ia troisieme Y est longitudinale ä Tun des 
deux systemes quelle conlient et transversale ä lautre. 

D'apres la discussion qui preccde, la classe 6 et le cas reserve de la 
classe 5 fournissent deux types nouveaux de polyedres. 

l or type. Un Systeme de deux arötes ä retournement, S et T, iuverse 
ä lui-meme: deux autres systemes, inverses Tun de l'autre, d'elemenls ä ro- 
tation binaire ou d'arötes ä retournement. II existe deux zönes meridiennes 
dont chacune est longitudinale n Tune des arötes S et T, et transversale a 
l'autre. Ces zönes divisent la surface du polyedre en 4 regions dont chacune 
renferme un elemenl ou aröte remarquable. 

2feu.e typ e . T ro j 8 8 y S teraes d'aröles ä retournement: chacune de ces 
systemes est inverse a lui-meme. II existe trois zönes passant chacune par 
deux systemes d'aretes remarquables, et qui partagent la surface du polyedre 
en huit regions. 

7* ro * classe. 
Sym<5trie tÖtrae'driqae. 
II existe dans cette classe trois systemes remarquables. Deux d'enlre 
eux sont composes chacun de quatre elements ä rotation ternaire, et le troi- 
sieme, de six elements ä rotation binaire, ou de six aretes ä retournement. 
Les elements ou arötes de ce dernier Systeme sont evidemment inverses ä 
eux-mömes. Car soit E Tun de ces elements ou arötes, E son homologue 
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inverse relalivement ä deux aspecls semblables A et A, Tun pareil, Tantre 
retrograde: felement ou arete E, devant presenter la meme symelrie que E. 
apparliendra necessairemenl au troisiemo Systeme: E elant ainsi pareil ä son 
homologue inverse E sera inverse ä lui-meme. Quant aux syslemes d'elements 
a rolalion lernaire, deux cos pourront se presenter: 1° Les devx Systeme* 
tont inverses Cun de f aulre. 2° Ckacun d'eux est inverse ä Ivi-meme. 

1« cas. Par chaque element ou arete E du Iroisicme sysleme passeat 
deux zönes. Supposons -les loules Iracees sur la surfoce du polyedre. Aucune 
d'elles ne conliendra d'element ä rolalion lernaire, ces elements n'elant pas 
inverses ä eux-mömes. Chacune d'elles parlage le polyedre en deux moilies. 
qui sont homologues inverses l'une de Faulre relalivement aux aspecls par 
rapporl auxqucls eile est sa propre bomologue inverse. Les elements ou 
areles du 3 tme sysleme elant inverses les uns des oulres, chacune des deui 
moilies du polyedre devra en conlenir le mime nombre dans son inlerieur. 
Le nombre de ces elemenls ou areles non situes sur la zöne consideree Z 
sera donc pair: et leur nombre tolal elant six, le nombre de ceux situes sur 
Z sera donc egal ä 2, 4 ou 6. 

1°. Ce nombre ne peut elre egal ä 2. En eilet, supposons que la 
zöne Z passe seulemenl par deux elemenls ou areles E t et E 2 du 3 itne sysleme 
Soit Ei un aulre element du Systeme. Comparons ensemble les asperts re- 
lalivement auxqucls L , est bomologue ä E, . Z aura pour homologue une 
zöne Z' passant par /*,', homologue de par un aulre element ou arele E, 
homologue de E n et ne conlennnt aueun aulre element ni arele remarquable. 
Ce resultat est absurde: cor la zöne Z' coupe necessairemenl Z suivanl deux 
elemenls ou areles remarqtiables, qui, joinls a Ej, Ibrment au moins Irois ele- 
menls ou areles reraarquables silues sur Z'. 

2°. Ce nombre ne peut elre egal ä 6. Supposons en eftet que Z 
passe par les six elemenls ou areles J2 3 , £ 4 , £», E 6 . 11 ne pourrait 

exisler qu'une seconde zöne Z', luquelle passerait egalement par les six elements 
ou areles E. 

En effet, s*il exislail deux zönes V.\ Z" elles devraient necessairemenl 
se couper suivanl des elemenls ou aretes remarquables, apparlenanl par con- 
sequenl au sysleme E: ces elements ou areles remarquables seraient donc 
sur Z, et il s'y couperait trois zönes, ce qui est impossible, la symelrie dont 
ils sont doues elant seulemenl biuaire. 

Cela pose, comparons enlre eux les douze aspecls semblables relalivement 
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auxquels le polyedre est pareil ä lui-möme. Le Systeme des deux zönes Z, 
7J , forme des Clements et aretes inverses a eux-memes sera evidemment son 
propre homologue. Chacune des zönes Z, Z' sera donc sa propre homologue 
sous 6 aspects differents, si elles sunt pareilles l'une ä l'autre: sous 12 aspecls 
differents, si elles ne sont pas pareilles. 

La zöne Z divise le polyedre en deux regions R, R t . Si ces deux 
regions n'etaient pas pareilles, chacune d'elles serait, ainsi que Z ellc-möme, 
homologue ä elle-meme sous 6 ou 12 aspects differents, et presenterait ainsi 
un element avec rotation d'ordre 6 ou 12, ce qui est inadmissible. De meme, 
si Z n'elait pas pareille ä Z', chacune des regions R, R t meine supposees 
pareilles entre elles, serait sa propre homologue sous 6 aspects differents. 
Enfin dans le cas oü les zönes Z, Z' seraient pareilles entre elles et los re- 
gions R, /?, egalemenl, R serait sa propre homologue relativement ü trois 
aspects. Elle presenterait donc un seul element a rotation ternaire, tous les 
autres etant trois fois repetes. Ces mömes elements seraient encore trois fois 
repetes dans la region pareille /?,: tous les elements, ä Texception d'un seul, 
servaient donc au moins 6 fois repetes, resultat absurde: car nous savons qu'il 
doit exister deux systemes d elements quntre fois repetes. 

II est donc demontre que chacune des zönes doit passer par quatre 

elements ou aretes du 3* mo Systeme. Ces elements ou aretes etant au nombre 

de six, et le nombre des zönes qni passent par chacune etant de deux, le 

6 2 

nombre total des zönes sera = 3. 

Ces trois zönes sont pareilles entre elles: car si l'une d'elles Z n'elait 
pareille a aucune des deux autres, eile devrait rester sa propre homologue 
sous 12 aspects directs dislincts, ce qui est impossible. 

Deux quelconques de ces zönes no peuvent se couper suivant plus de 
deux elements ou aretes. Car si Z et Z' se coupaient suivant trois elements 
£,, /-',, £j, la troisieme zöne Z", qui contient quatre des six elements E 
contiendrait necessairement un de ceux-lä. On aurait ainsi trois zönes passant 
par un möme element, resultat absurde. 

Les trois zönes Z, TL' , Z" divisent la surface du polyedre en 8 regions. 
En effet, la zöne Z, consideree isolement, partage le polyedre en deux regions 
distinetes. En y joignant Z , qui coupe Z en denx points, chacune de ces 
regions sera evidemment partagee en deux. Enfin la troisieme zöne Z" coupe 
les deux precedentes en 4 points en tout, qui la parlagent en quatre troncons. 

Jouni»! für M»thera»tik Bd. LXVIII. Heft 4. 42 
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Chacun de ces troncons traverse une des regions precedentes, qu'il coupe en 
deux. Si donc od le supprime por la pensee, on diminuera d'une unite le 
nombre des regions. En supprimant les quatre troncons, il resterait 4 regions: 
il y en a donc huit. 

Dans le cas oü les E seraient des aretes, les zönes Z, Z', Z" etant 
pareilles entre elles, chacune d'elles devra etre longitudinale a deux des quatre 
aretes qu'elle conlient, et transversale aux deux autres. II y aura deux c«s 
ä distinguer suivant que les deux aretes auxquelles Z est longitudinale sont 
cunsecutives ou non pour un observaleur faisant le tour de Z. 

2fcuio cas Supposotts maintenant que chacun des systemes d elements 
ä rolation temaire sott inverse ä lui-mime. Si nous tracons toules les zönes 
possibles ä la surface du polyedre, elles se croiseront suivant 14 elements 
ou aretes remarquables formant deux systemes d'elements quatre fois repetes, 
et un Systeme d'elements ou d'aretes six fois repete. Ces zönes decouperont 
la surface en regions, limitees chacune par un certain nombre de troncons de 
zönes. qui dessinent autour d'elle un contour ferme. Les intersections mutuelles 
de ces troncons se font suivant des elements ou aretes remarquables. 

Chacune de ces regions est ou pareille, ou inverse ä I'une quelconque 
d'entre elles prise arbitrairement: les contours qui les bordent sont donc tous 
pareils ou inverses les uns aux autres. D'autre pari, un element ou arete 
remarquable ne peut avoir pour bomologue ou pour inverse qu'un autre element 
ou aröte du möme Systeme. Si donc nous comparons entre elles deux regions 
quelconques, le nombre des elements remarquables de chaque Systeme situes 
sur leur contour sera lo memo pour chacune d'elles. 

On deduit aisement de ce qui precede le nombre des regions et leur 
disposition mutuelle. 

En efiet, imaginons que nous formions, a cöle du polyedre propose P t 
un autre polyedre plus simple n de la maniere suivante: a cbaque arete ou 
element remarquable a de P faisons correspondre un point a pris arbitraire- 
ment dans lespace : ä chaque troncon de zöne joignant deux aretes ou elements 
• remarquables o et A, faisons correspondre une arete aß joignant ensemble 
les deux points «, ß correspondanls a a et 6: en6n, ä chaque region R com- 
prise entre un certain nombre de troncons de zönes ab, bc, ... etc. , faisons 
correspondre une face q, plane ou gauche, limitee par les aretes correspon- 
dantes aß, ßy etc. 

Parmi les elements remarquables de P, il en est huit, repartis en deux 
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systemes; a,, o,, Oj, a«, A,, A„ 6 3 , 6«, oü se croisent trois zönes, donnant 
chacune deux troncons: le norobre des aretes de n aboulissant ä chacun des 
sommets correspondants a t , ... elc. sera donc egal ä six. Dans les 6 
autres elements ou aretes remarquables de P, c,, c,, c,, c + , c s , Cß, il se 
croise deux xönes, formant qualre troncons. Lo nombre des aretes de n 
aboulissant ä cbacun des sommets correspondants y„ ... y„ sera donc 
egal ä 4. 

Celn pose, chacune des regions Ii. R' etc. contenant sur son contour 
un meme nombre m d'elements remarquables du 1 er Systeme o, un meme 
nombre n d'elements remarquables du second Systeme b, un meme nombre p 
d'elements ou d'aretes du S« 1 "« Systeme c, chacune des faces correspoudanles 
p, p', . - . passera par m sommets a, n sommets /?, et p sommets y. On 
deduit de In iramediatement par le theoreme d'Euler, et le nombre des faces 
p, et le nombre m+n+p des sommets que contient chacune d'elles. 

En effet, le nombre des sommets est de 14. Pour avoir le nombre 

des faces, il fauilra faire le compte de toutos les faces passant par chacun 

des sommets, puis diviser par m + n+p pour eviter les repetilions, chaque 

face passant par m+n+p sommets. Or il y a 8 sommets oü aboulissent (> 

faces, et 6 oü aboulissent 4 faces: le total est 72: lo nombre des faces est 
72 

donc 



m + n + p 

On operera de meme pour les aretes: il y a 8 sommets oü aboulissent 

6 arötes, et 6 oü aboulissent 4 aröles: total 72: mais comme chaque aröle 

72 

passe par deux sommels, ce nombre se reduit ä -y = 36. 
Le theoreme d'Euler donne mainlenanl 1 equalion 

*» + » + P • 
d'oü •+.+,= 3, --^- = 84. 

Ainsi les faces p sont triangulaires, et en nombre 24. D'ailleurs aueun 
des nombres m, n, p ne peut etre nul: car si Ton avait, par exemple, m = 0, 
aueune face de n ne devrait aboutir ä un sommel de l'espece <>., ce qui est 
absurde, car quel que soit le sommet que Ton considere, il doit y aboutir 
quelques faces. On a donc m >/ - ;> - \ et chaque face (? aura trois som- 
mets, apparlenant respectivemenl aux trois systemes a, fi, y. 

Chacune des faces de n aboulissant ä Tun des quatre sommets a,, «,, et,, n t 
et ä un seul, ces faces peuvent etre partagees en quatre groupes, en reunissant 

42 • 
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ensemble les six faces qui aboutissent ä chacun de ces sommets. Le con- 
tonr qui limite chacun de ces groupcs passera par trois sommels d espece (i. 
En elfet, soient g t , ... ^ les 6 faces de Tun de ces groupes aboutissant 
toutes ä un meme sommet «, (fig. 15). La premiere p aboutira ä Irois sommels 
°n ßt • Yi appartenanl rcspeclivement ä chacun des Irois systemes a, ß f y. 
La face (i, contigue ä celle-lä suivanl , aara pour sommets «,, y, et un 
autre sommet ß s du Systeme ß. La face suivante (> 2 contigue ä <•>, suivant 
o t ß t aura pour sommets er,, /? 2 , et un autre sommet y 7 du meme Systeme que 
y,. Continuant ainsi, on voil que les six aretes issues de «, aboutissent aller- 
nativement a des sommets du Systeme ß et ä des sommets du Systeme y. 
Les sommets successifs du contour qui limite le groupe des faces (/, ... p s 
seront donc /?,, y n ft, y u /?,, y>. 

Les trois points /*,, ß } partagent oe contour en trois sections 
ßi"/ißii ßtYißn ßtYißi - Chacune de ces sections sert de Separation enlre 
les faces du groupe considere et Celles d'un autre groupe. Considerons par 
exemple la seclion ß,yiß^. II existe quatre faces passant par le sommet /, . 
Deux d'entre elles (p, p, font partie du groupe considere. La troisieme (/ 
est contigue ä p suivant ßrfn et son dernier sommet a 2 devra elrc du Systeme 
«. Enfin la quatrieme, ()', doil etre contigue ä suivant yißi « (*' suivant 

Les deux faces pi aboutissant toutes deux au sommet ct 3 apparlien- 
dront ä un memo groupe, qui sera contigu au groupe considere dans toute 
l'etendue de la seclion ß,y t ß 2 . 

Enfin trois groupes distincts aboutiront ä chacun des sommets du Systeme 
ß. En elfel, on voit comme tout a l'heure que les six aretes issues d'un 
meme sommet ß aboutissent alternativcment ä des sommets du Systeme a et 
ä des sommets du Systeme y. II y aura donc trois de ces aretes aboutissant 
ä des sommets «i, « 2 , a y du Systeme «. Les deux faces qui bordenl chacune 
de ces trois aretes appartiennent evidemment ä un meme groupe, et celles qui 
bordent deux ardtes differeutes appartiennent ä des groupes differents 

Cela pose, imaginons que les faces de chacun des groupes soient supposees 
Hees invariablement entre elles de maniere ä former une face composee rigide : 
que d'autre pari les sections de leur contour suivant lesquelles deux groupes 
quelconques sont conligus soient supposees former egalement une arete poly- 
gonale rigide: nous aurons un nouveau solide u> plus simple que ji, car il 
sera compose de quatre faces seulement, chacune triangulaire , et se coupant 
trois ä troia en quatre sommets /i 2 , ß*. Ce sera donc un letraedre. 
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Le solide n n'est donc qu'un telraedre, dont les faces auraient ete 
remplacees chacune par une pyramide ä base hexagonale. 

Cherchons en dernier Heu quel est le nombre des zönes dislinctes qu'on 
peut tracer sur le polyedre P, et dans quel ordre se succedent sur chacune 
d'elles les elemenls ou aretes remarquables qu eile contient. 

Pour cela, considerons (fig. 16) le polyedre n, forme corame nous venons 
de le dire, en remplac^nt chacune des faces du tetraedre ß,ß t ß 3 ß 4 par uu 
Systeme de six faces conconrantcs. Parmi les six aretes emanees de ß, , nous 
avons vu qu'il y en a trois aboutissant ä des sommets du Systeme «. Soit 
/^,a, Fune d'elles. 11 existe dans le polyedre P un troncon de zöne ü,a, 
correspondant a ß t a t . Cette zöne Z, et les deux autrcs, Z', Z", qui se tra- 
versenl mutuellement en a,, donnent autour de ce point 6 troncons: et le second 
troncon de la zöne Z sera evidemment celui qui est oppose ä b l a l : il aura 
pour correspondant dans n l'arete opposee ä ß, «, au point «, . La figure 1 6 
montre que cette aröle aboutit en un sommet y t du Systeme y. On voit de 
meme que le troncon suivant de la meme zöne aura pour correspondante 
l'arete y,a,, opposee ä a,y, au point y,: de meme le troncon suivant aura 
pour correspondante l'arete a 2 ß 4 opposee ä y x a 2 au point « 7 ; puis viendra 
l'arete ß 4 y 2 et enfin l'arete y a /? n ä partir de laquelle on retorabe sur l'arete 
primitive ßittg. 

Le contour total ß i a i y l a,ß 4 y J ß l correspondant ä la zöne Z est ainsi 
forme de six aretes. La zöne Z contient donc six troncons dislincts, et les 
elemenls ou aretes remarquables a, c,a,/>. <■ que Ton rencontrera sur son con- 
tour sont successivement des systemes b, a, c, a, b, c. Sur les six troncons 
que contient cette zöne Z, il n'y en a que deux, 6,a, et qui joignenl 

an element du Systeme & a on element du Systeme a. 

Si nous comparons entre eux les 12 aspects relativemenl auxquels le 
polyedre est pareil ä lui-meme, la zöne Z ne peut etre sa propre homologue 
sous plus de deux aspects diflerents. En effet, soient A et A' deux aspects 
relativement auxquels Z soit sa propre homologue. 

L'homologue du troncon 6,a, sera un aulre troncon de Z, joignant 
un element du Systeme b ä un point du Systeme a ä un element du Systeme 
6. Ce sera donc necessairement ou b i a i ou a?b 4 . 

Cela pose, s'il existait plus de deux aspects relativement auxquels Z 
fut sa propre homologue, il existerait au moins deux de ces aspects relati- 
vement auxquels Tun des troncons , a 2 b 4 serait homologue ä lui-möme. 
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Mais cela est irapossible. Supposons en effet que 6,o, soit bomologue ä Itii— 
roeme, ainsi que Z, relativement ä deux aspects A et Ä. L'element o, etant 
le seul de son espece dans le troncon b, /i,, sera son propre homologue. 
Les faces et aretes successives du troncon, F, G, H , . . . par lesquelles b, 
se relio ä a, sont chucune sa propre homologue. Chaque arete et chaque 
sommet contenus dans ces faces est egalement son propre bomologue. Les 
faces conligues a celles-lä suivant leurs diverses aretes sont elles- memes leurs 
propres homologues etc. En continuant ainsi , on voit que toal eleraent ou 
arete du polyedre est bomologue ä lui-raeme: les deux aspects A et Ä ne 
seraient donc pas distincts comme nous Tavons suppose. 

La zöne Z ne pouvant etre sa propre homologue que sous deux aspects 
au plus, et le nombre des aspects directs semblables etant de 12, il y aura 
au moins six zönes distinctes pareilles a Z. D'ailleurs ces six zönes. con- 
tenant chacune six troncons, contiendront les 36 troncons qui correspondenl 
aux 36 aretes de n. II existe donc eu tout six zönes distinctes, pareilles 
enlre elles. 

Dans le cas oü les c sont des aretes, les six zönes etant pareilles 
entre elles, cbacune d'elle est longitudinale a Tune des arötes c qu'elh con- 
tient et transversale ä lautre. Car si l'une d'elles etait longitudinale, par 
exemple, aux deux aretes qu'elle contient, eile ne pourrail etre pareille ä 
celle qui est transversale a l'une de ces aretes. Les Clements a et b etant 
chacun quaJlre fois repetes, il est indifTerent que Taröte c ä laquelle la zöne 
est longitudinale soit celle qui est comprise entre les deux sommets a , ou 
cellc qui est comprise entre les deux sommets b. 

La 7 feme classe fournit donc deux types nouveaux de polyedres. 

1 er type. Les deux systemes d'elements ä symetrie ternaire sont in- 
verses Tun de fautre. Les elements ou arötes a symetrie binaire sont inverses 
a eux-mömes. II existe trois zönes pareilles se coupant deux a deux suivant 
ces elements ou aretes, et divisant le polyedre en 8 regions. 

2emo type. To'us les elements et aretes remarquables sont inverses 
a eux-mömes. II existe six zönes pareilles entre elles et divisant le polyedre 
en 24 regions. 

Les delails circonstancies dans lesquels nous venons d'entrer vont nous 
permeltre de glisser rapidement sur le cas des solides derives des autres 
polyedres reguliers, cas qui se traite exaetement de la meine maniere que 
celui-ci. 
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8 feme classe. 
Sym&rie cubocta<5drique. 

II existe: 1° Un Systeme unique d'elemenls remarquables a ä roiation 
quaternaire, et six fois repetes. 2° Un Systeme unique d elements remarquables 
1* a rotation ternaire, et 8 fois repetes. 3° Un Systeme unique d'elemenls ä 
rotation binaire ou d'arötes ä retournement c, 12 fois repetes. Chacun de 
ces systemes sera evidemment inverse ä lui-meme. 

Le polyedre n aura 6 sommets ä 8 faces, 8 ä 6 faces et 12 ä 4 
faees. D'oü, en designant par m, h, p les nombres respectifs de sommets de 
chaque espece que contient cbaque face, le nombre N des faces sera egal ä 

0.84-8.6+ 12.4 144 6.8 + 8.6 + 12.4 _ 0 

_ . , — — = m . . — : celui des aretes sera 5 = Ii. 

m+n+p in + n+p £ 

Le theoreme d'Eulcr donnera 

26+ l_ 4 \ = 72 + 2, 
m + « + p 1 

d'oü m + n+p = 3, J 4 ^ M =48. 

Ainsi les faces sont en nombre 48, et triangulaires: chacune d'elles 
passera d ailleurs par un sommet de chacun des trois systemes er, ft, y. 

En groupant ensemble les huit faces qui aboutissent ä un möme sommet 
d'eBpece a on partagera les 48 faces en 6 groupes: le conlour de cbaque 
groupe contient 4 sommets du Systeme ß, qui le partagent en quatre sections, 
dont chacune sert de Separation entre les faces du groupe considere et Celles 
d un autre groupe. Enfin trois groupes concourent ä chacun des sommets du 
Systeme ß. Le solide n n'est donc qu'un eube dont chaque face aurait ete 
remplacee par une pyramide ä base octogonale (fig. 17). 

On voit de mdme que n pourrait egaiement etre considere comme un 
oetaedre pareil au regulier, dont les faces auraient ete remplacees par des 
pyramides a base bexagonale. 

II resle ä determiner le nombre dos zönes distinetes qu'on peut tracer 
sur P, et lordre dans lequel se succedent sur chacune delles les elements 
ou aretes remarquables. 

Soit er, un sommet quelconque du premier Systeme dans n: les aretes 
issues de ce point sont de deux sortes, les unes allant a un point du Systeme 
y, tel que y,, les aulres ä un point du Systeme ß, tel que ß t . 
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Considerons en premier lieu l'aröte er,?',. La zöne Z qui contienl le 
troncon a, c, correspondant contiendra successivement les troncons correspon- 
dants: ä larele y.tt, opposee ä «.^ au point y t i ä laröte a?y 2 opposee a 
en a,: aux aretes y 2 «,, a 3 y^ « 4 ;' 4 , y 4 «,. Ainsi cette zöne con- 

tiendra huit troncons dislincls, joignaut des somniels qui sonl allernalivement 
des systemes a et c. Celle zöne ne pouvant etre sa propre homologue sous 
plus de 8 aspecls, et le nombre des aspecls directs scmblables etant de 24. 
il y aura au raoins Irois zönes pareilles. Z, Z', Z". 

Considerons en second lieu Parkte «,/?|. La zöne Y qui contient le 
troncon «,6, correspondant ä a x ft x contiendra successivement les trongons 
correspondanls ä «,/*,, /?,y 5 , /?s«j, ßrYu f%ßi % Ainsi 

cette zöne contient 8 troncons, joignant entre eux des sommets ou elements 
remarquables, apparlenant ä des systemes qui se succedent dans f ordre indique 
ä la fig. 18. 

Sur ces huit troncons, quatre seulement joignent un element a a un 
element 6. La zöne ) ne peul donc etre pareille ä elle-meme sous plus de 
quatre aspecls differents: il exisle donc au moins six zönes pareilles ä V. 

Les six zönes Y, reunies aux trois zönes Z, forment en toul neuf 
zönes, contenant les 72 troncons qui correspondent aux 72 areles de n. II 
n'exisle donc pas d'aulres zönes que Celles -lä. 

Remurquons encore que si les c sont des areles, toutes les trois zönes 
Z, Z', Z" doivent etre ä la fois longitudinales ou transversales a toutes les 
areles c qu'elles contiennent. Supposons en effet que la zöne Z füt transversale 
ä c, et longitudinale a <•... Le troncon a,c, et le troncon a t c 2 seraient essen- 
tiellemenl dissemblables, et la zöne Z ne pourrait etre pareille ä elle-meme 
sous 8 aspecls difieronts, comme cela est necessaire. D'aulre pari, si Z etait 
transversale aux arötes c qu'elle contient et Z' longitudinale ä celles qu'elle 
contient, Z' ne pourrail ölre pareille ä Z. 

II y aura ä distinguer ici deux cas suivant que les zönes Z, Z ', Z" 
sont transversales ou longitudinales aux c. 

La 8 fc, " e classo ne fournil donc qu'un type nouveau de polyedres. 

Tous les elements ou arötes remarquables y sont inverses ä eux-memes. 
II existe deux systemes de zönes, Tun forme de 3 zönes pareilles entre elles, 
l'autre forme de six zönes pareilles entre elles: ils divisent le polyedre en 
48 regions. 
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gcmc classe. 
Symdtrie ii-osidode'crie'driqae. 

II existe ud Systeme uniqae d elements remarquables a ä rotalion 
d ordre 5 et 12 fois repeles, un autre delements b ä rotation ternaire et 20 
fois repetes: enfin un autre delements ä rotation binaire ou d'aretes ä re- 
tournement 30 fois repeles, c. Chacun de ces systemes sera Cvidemment in- 
verse n lui-möme. 

Le polyedre n aura 12 sommets ä 10 faces, 20 ä 6 faces et 30 ä 4 
faces. On en deduit comme tout ä l'beure ie nombre de ses areles, 180, et 
celui de ses faces, 120. Cbacune de ces faces est triangulaire et passe par 
un sommet de ebaeun des systemes a, ß f y. 

En groupant ensemble les 10 faces qui aboutissent ä an mt v me sommet 
o, on voil que le solide n n'est qu'un dodecaedre pareil au regulier, dont 
les faces auraient ete remplacees par des pyramides ä base decagone. II 
pourrait etre egalement considere comme derivant dun icosaedre pareil au 
regulier, dont les faces auraient ete remplacees par des pyramides ä base 
hexagonale. 

L'une ou l'autre de ces definitions permet de se representer neltement 
le polyedre it. On en deduit le nombre des zönes distinetes que Ton peut 
Iracer sur V et l'ordre dans lequel se succedent sur chacune d'elles les Cle- 
ments ou areles remarquables. 

Soit en effet et, (fig. 19)*) on sommet du premier Systeme a: parmi 
les aretes issues de ce point, il y en a qui aboulissent ä des points du Systeme 
y: soit a,y, l'une d'elles. 

La idne Z qui contient le troncon o,c, correspondant a a,y, conliendra 
successivement les troncons correspondants aux areies successives a,y,, y,«„ 

ßi/u Y*ß*t Y> a *i /Vo r*ß» ß***' Elle consent 

donc 12 troncons distinets joignant entre eux des elements ou aretes remar- 
quables, apparlenant ä des systemes qui se succedent dans l'ordre indique ä 
la Gg. 20. 

Sur ces 12 troncons, 4 seulement joignent un element a ä un element 
6. La zöne Z ne peut donc etre sa propre homologue sous plus de 4 aspects. 

Le nombre total des aspects semblables etant de 60, il y aura au moins 
15 Ednes pareilles. Ces 15 zönes, reunies ensemble, contiennent les 180 

*) Pour eviter 1« confnsion des lignes, on n'a tracc" sor la figure que I'icosaedrc 
dont ff est deW, et celles des aretes de n qui correspondent ä une meine zöne Z. 

Jounud «r M.ihfm.tik Bd. LXV111. Heft 4. 43 
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troncons qui correspondent aux 180 ardtes de n. II n'existe donc pas d'aulres 
xönes que Celles -lä. 

La 9 fcme classe ne fournit donc qu'un lype nouveau de polyedres. 

Tons les elemenls ou aretes remarquables y sont inverses ä eux-memes. 
II existe un Systeme de 15 zönes pareilles, divisant le polyedre en 120regions. 

Remarque. Considerons specialement le cas oü les c sont des aretes 
Farmi les quatre aretes de cette espece qae contient la zöne Z, il y en a deux 
qui se trouvenl comprises enlre deux elemenls de i'espece a, et deux au con- 
traire qui se trouvent comprises entre deux elemenls b (voir le tableau de la 
page precedente): soient c,, c 7 les deux premieres aretes. c,, c\ les deux suivantes 
Si la zöne Z est longitudinale ou transversale ä c, , eile sera longitudinale ou 
transversale ä er. au contraire eile sera transversale ou longitudinale ä c\, c,. 
En effet si la zöneZetail longitudinale ä c,, par exemple, et transversale ä c^, 
les troncons qui aboutissent en c, ne pourraient etre pareils ä ceux qui abou- 
lissenl en c } , et par suite Z ne pourrait etre sa propre homologue sous quatre 
aspects differents, conime cela doit etre. D'autre pari supposons que Z soit 
longitudinale ä c, et ä c,: eile le serait a c,, comme nous venons de le voir: 
OB verrait de meme qu etant longitudinale ä c, eile le sera ä c,: eile le sera 
donc ä toutes les aretes qu'elle contient: cela pose, soit Z' celle des zönes qui 
est transversale ä c,: eile ne pourrait etre pareille ä Z comme cela doit etre. 

On n'aura donc ä distinguer que deux cas differents, celui oü Z est 
longitudinale ä c, et celui oü eile lui est transversale. 

111". 

Demonstration d'nn dernler theoreme. 

Deux polyedres seront dits Mernes Tun de lautre si les aspects directs 
de Tun des polyedres sont respectivement semblables aux aspects inverses 
de I'autre. 

Soient P, l" deux polyedres symetriques Tun de Pautre relativement 
a un poinl ou ä un plan donne. On sait que les faces des deux polyedres 
sont respectivement egales, mais enebainees dans un ordre precisement inverse. 
Les deux polyedres sont donc inverses Tun de Tautre. 

Deux polyedres inverses ä un troisieme etant evidemment pareils entre 
eux, tout polyedre inverse a P sera paroil ä et reeiproquement. 
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Theoreme. Soit P un polyedre imerse ä lui-mime, et qui de plus 
peut ihre pareil ä lui-mime sous certains aspects directs, en nombre p ; on ponrra 
diterminer ffnne infinite de monieret un polyedre 77, ä face» planet ou gauckes, 
pareil ä P, superposable ä lui-mime sous les p aspects relatiremenl auxquels 
P est pareil ä lui-tneme, et qui sera, de plus, symetriqve ä Im-memc par rapport 
ä un plan oh ä un point donne. 

Nous allons- demontrcr successivement ce theoreme pour les classes 
2. 5 et 7: les conslruclions que nous donnerons s'appliquent d'ailleurs aux 
autres cas. par une analogie evidente. 

Seconde classe. 

1 er type. Solides presentant k iönes meridiennes par etiles entre eile». 

Ces // zönes se coupant ä leurs extremites, se partageront muluelleuient 
en 2k demi- zönes: soient Q, (>,,... Q n -i ces troncons de zönes, ecrits dans 
Pordre oü les rencontre un observatenr tournant dans le sens direct autour 
de Tun des elements extrdmcs S: soient R, R n ... les regions qu'ils 

laissenl respectivement entre eux. Deux regions successives etant inverses 
Pune de Paulre, les regions de rang pair R, Tl., . . . sont pareilles entre 

elles: les demi-zönes Q y Q 2 , ... Q 1k _, de rang pair, qui les bordent re- 
spectivement sur la gauche, sont donc pareilles entre elles: de meme pour 
les demi-zönes de rang im pair {), . ... Q n _ t . 

Cela pose, imaginons une sphere quelconque : soient o, t deux points 
situes ä fextremite d'un meme diametre, %, ... £ } »_ M 2/r demi grands 
cercles ayant a et t pour extremites, et formant entre eux des angles egaux. 
Faisons correspondre par la pensee la suite de ces demi -cercles ä celle des 
demi-zönes Q, Q n . . . Q 1k _ t : aax regions successives R, Ä,, . . . cor- 
respondront les fnseaux q, p,, ... p Jt _, respectivement compris entre # et 
/• et /, etc. 

Si Tun des elements extrömes du polyedre, S et T, ou tous deux, sont des 
sommels, nous prendrons pour leur correspondre les pöleso etr. Si une demi- 
zöne, Q par exemple, contient un sommet a qui soit inverse a lui - meine, les k 
demi-zönes pareilles Q, Q„ . . . {> , _ conliendront chacune un sommet pareil ä 
a: nous choisirons, pour correspondre respeetivemeot ä ces points a, a, , . . . a*_, 
une serie de points o, a, ... «»_, situes sur les meridiens %, ... Xi*-i 
et tous situes ä la meme dislance de o, cette distance restant arbitraire. 

Enfin soient b, c ... les divers somraets de la region R, non inverses 

43 • 
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b eux-mömes: prenons pour leur correspondre des poinls ,>', y, ... arbitraire- 
ment choisis dans le fuseau p. La region voisine R, a ses somroels b', e 
respeclivement inverses de b, c, ...: noas prendrons pour leur correspondre 
les points ß', y', ... situes dans (*, et respeclivenient symelriques de ß, y, .. 
par rapport au plan du meridien 

Faisons maintenant tourner le Systeme de ces deux regions autour de 

2?i 2fi 2fi 

laxe ot, dun angle -p, puis cncore de puis oncore de -y- etc. Les 

fuseaux p et p, viendront successivement occuper la place de ^ et pj, de 
et (* & etc. et le Systeme des deux points conjugues ß> ß' occupera successive- 
ment k positions differentes ß et ß 1 , ß t et et # etc.: nous prendrons 
ces 2k points pour correspondre respectivement aux sommels b, b' , b t , b\... etc. 
alternativement pareils et inverses a b, et situes respeclivement dans les regions 
R t R t ) Rj , . . . . 

Supprimons maintenant les meridiens x, Xt e,c - 1 U ' 01,1 serv > 8 '» con- 
struction, et faisons correspondre ä chaque arele m» de P, un arc de grand 
cercle iu' joignant ensemble les deux points,«. v respectivement correspondants 
ä m et ä ». Nous aurons obtenu un reseau spherique evidemment pareil a 
/', et qui, en vertu de sa construction meme, sera superposable ä lui-meme 

In 

par une rotation d'un angle autour de ot. En effet, soit ftv un arc quel- 

conque. joignant deux sommets situes dans le fuseau p par exemple: cet arc 
correspond a une aröte mn siluee dans la region R: la region pareille Ii 
contient une aröte pareille m,i», ä laquelle correspond un arc de cercle ,u,y l 

In 

dans le fuseau fe. Si le reseau tourne de langle -j-, fi succedera ä 
v a »', et ftv ä ,u,i',. 

Le reseau jouit enfin de la propriele d'etre son propre symelrique par 
rapport ä Tun quelconque des plans meridiens traces ci-dessus: au plan du 
meridien y A par exemple. Soit en effet ß un sommet quelconque de la region 
(/; on voit aisement qne les 2k sommets ß, /J,, ß t etc. sont respective- 
ment symelriques des sommets ß 1 , /?,,... etc. Car tous ces poinls sont situes 
sur un meme parallele '/'. Prenons le plan de ce parallele pour plan de la 
Hgure 21. Le meridien / { . perpendiculaire a ce plan, se projette suivant une 
ligne droite 06 qui coupe le parallele au point 0, milieu de ßß 1 , puisque, par 
construction , ces deux poinls sont symelriques par rapport au plan meridien. 
Cela pose, si nous prenons le rayon du parallele pour unite, l'arc compris 
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enlre le point ji et Tun des poinls pareils est egal ä on a dorn: 

arc0/* 2 = A~-arc/W 
De meme l'arc compris entre flk-t-i et /i' etanl egal ä l ~- on aura 
arc/rfLi-i 0 = arc0/*' = arcÖ/*,, . 

Les deux points fii et sont donc symetriques Tun de l'aulre. 

Joignons maintenanl cbaque point de la sphere au centre: prenons sur 
ce rayon une longueur arhitraire, mais la meme pour chaque Systeme de 2k 
points conjugues tels que ft, (¥ , /f,, ß\ etc. Les points ainsi determlnes 
formeront un polyedre 77 evidemment superposable ä lui-meme par une ro- 
tation d'un angle — r- et symelriquc ä lui-meme par rapport au plan % x . 

2*-" ,e type. Solides ä iöne equaloricUe. 

La zöne equatoriale Z divise le polyedre en deux regions inverses 
R, R'. Nous tracerons sur la sphere un grand ccrcle £, qui la divise en deux 
moities, v, respectivement correspondanles ä R et R'. 

Chaque stimmet b de la region R a k sommets pareils b, 6„ . . . 6*_, 
dans cette region, et Ar inverses b', 6j, ... 6Li dans l'aulre. Soient (i un 
point arbilraire de la region (j: ß, ß n ... /* t _, les k positions que ce point 
occupe successivement lorsque on fait tourner la sphere, autour de la droite 

(tr qui passe par les pöles de £ des angles -g-, ••• (A— 1)-^-; enlin 
soient /*,, ... les points symetriques de ceux-ci par rapport a 

l'equateur £. Nous prendrons pour correspondre respectivement aux poinb 
b f 6i, ... 6', 61, ... ceux-ci (i, , ... (f, /?,, ... etc. 

Si la region R contient un soinmel S pareil ä lui-meme, on prendra 
pour lui correspondre le pole o, et pour correspondre a son inverse T, le 
pöle r. S'il existe sur Z des sommets a qui soient inverses ä eux-memes. 
on prendra lenrs correspondants a sur l'equateur. 

A cbaque arete mn du polyedre, faisons correspondre un arc de grand 
cercle fiv joignanl les poinls ,« et v respectivement correspondants ä nt et ä 
u. Le reseau ainsi delermine sera evidemment pareil ä P, superposable n 
lui-meme par une rotation d'un angle et symetrique ä lui-meme par 

rapport au plan de l'equateur C. On en deduit comme tout ä l'heure l'exislence 
d'un polyedre 77 jouissant des memes proprietes. 
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ßeme | y p e. Aucun element nett ton propre iiwerse. 

Soienl b un sommet quclcnnque , 6, , . . . b k _ t les sommets pareils. 
b', b' t , ... 6»_i leurs inverses. On prendra pour leur correspondre respective- 
menl un point fi choisi arbilrairemenl sur la sphere. les polnls /?, . ... ßt-i 
avec lesquels ce point vient successivement coincider per des rolations d'angle 
-r- elc. elfectuecs aulour dun diaiuelre determine m: enfin les points 
ß', • • • ft-i symelriques de ceux-ci par rapport au cenlre de la sphere. 
S'il exislc un sommet S pareil ä lui-meme, on prendra pour lui correspondre 
I«- point n. Son inverse T aura pour correspondant t. 

Le reseau forme sur les sommets ainsi determines sera evidemment 
pareil n P, superposnblc ä lui-meme par une rolalion dun angle -j-, enfin 
symetrique ä lui-meme par rapport au cenlre de la sphere. On en deduit 
cnmme tout ä lheure un polyedre 77 jouissant des minies proprieles. 

Cinquierac classe. 

1 ' r type. Solides presentant k töne» meridiennes, sans sötte equatoriale 

Les k zönes meridiennes partagcnl la surface du polyedre en 2k regions 
H, H,. ... Rtk-n comme pour la seconde classe, premier type. Mais il y a 
eetle difierence dans le cas nctuel que le solide elant symetrique par renverse- 
ment, cliaque region est sn propre homologue sous deux aspects difterenls: 
eile contient ainsi un element ä rolalion binaire, ou une artfle ä retournement: 
tous ses autres elements seront pareils deux ä deux. 

Noos clioisirons les sommets du reseau spherique correspondant au 
polyedre P de la meme mnniere que pour les solides de la 2' emc classe, 1 w 
type, avec cetle seule difierence que nous aurons soin de choisir pour cor- 
respondre ä chaque couple de sommets pareils 6, ß pris dans la region Ii. 
deux points ß, B du fuseau o symetriquement places par rapport au point /, 
rentre de ce fusenu Si l'element doue de rotation binaire que renferme R 
est un sommet, on prendra pour lui correspondre le point /' lui -mime. 

En observnnt celte precaution, le reseau pareil ä P que Ton obtiendra 
par la melhode decrite (pages 339 — 341) sera non seulement superposable 
Ii lui-meme par une rolalion d'un angle — r— et symelrique a lni-me > me par 
rapport ä un plan: mais il sera encore superposable ä lui-meme par renverse- 
ment. En effet, faisons tourner le reseau de 180' autour du diamelre qui 
passe par /'(fig. 22). Les sommets pareils ß et B se remplaceront reeiproque- 
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Dient: les deux meridiens %, Xi se remplaceront egalcmettt Tun faulre. Le 
point B', symetrique de B par rapport ä /, , reinplacera donc ß t _ t symetrique 
de ß par rapporl ä %, et reciproquemenl. Le parallele P du point B viendra 
remplacer le parallele ö) du poinl ß et reciproquemenl. Le point B, situe sur 
P u une distance de B egale ä la k Vemo partie de la longueur totale de ce 
parallele, viendra donc remplacer le point situe sur G> et ä la menif 

distance de ß. De meme pour tous les autres points. Chaque point elant 
ainsi permute avec un aulre poinl pareil, le reseau tout entier scra superpose 
ä lui-meme. 

2*«™ type. Solides ä töne equatoriale et ä k sötte* meridieHHe*. 

Les k zünes meridiennes, considerees isolement, partagenl la sur face 
du polyedre un 2k regions R, R„ . . . H u _, etc. alternativcment inverses el 
pareilles ä la p rentiere R. Chacune de ces regions, teile que Ii, etant divisee 
par, le ztine equatoriale en deux regions inverses l'une de Pautre, les sotnmels 
qu'elle contient se grouperont par couples de deux sotnmels reciproquemenl 
inverses b et B. Quelques sotnmels c pourronl d'ailleurs elre leurs propres 
inverses: ils seronl situes sur Ii zöne equatoriale. 

Nous choisirons ici encore les sommets du reseau spherique correspon- 
dnnt ä /* de la meme maniere que pour la seconde classe, 1 er type, sauf 
celle diflerence que Ton aura soin de prendre, pour correspondre a chaque 
couple de sommets inverses Tun de Pautre, b, B pris dans la region R, deux 
points ß, B du fuseau o symetriquement places par rapport ä Pequateur 'C de 
la sphere. Si R presente quelque sommet c inverse a lui-meme, on prendra 
son correspondant sur Pequateur. 

En observant cette precaution, le reseau pareil ä P que Ton formera 
par la methode ci-dessus indiquee sera non seulement superposable ä lui- 

2« 

meme par une rotation d'angle -j-, et symetrique ä lui-meme par rapport ä 

un plan: mais il sera superposable a lui-möme par relournement. En efTel, 
soit d le point d'intersection de fequateur avec le raeridien /, , qui separe les 
deux regions p et u t {(ig. 23) faisons tourner le Systeme de 180" auiour du 
diametro qui passe par ce point. Le point ß sera evidemment permute avec 
le point B', symetrique de B par rapport a /, . Ce point B' fait partie du 
reseau par construetion : il est inverse ä B et par suite pareil ä ß. De meine 
le point (T, inverse de ß sera permute avec le sommet B qui lai est pareil. De 
meme pour les autres points. Donc enfin le reseau sera superpose ä lui-meme. 
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Seplieme classe. 

1« type. Les elements ä rotalhn ternaire ne tont pas inrerse* it 
eus- wemes. II existe trois sönes Z, Z', Z" dicisant le polyedre en 8 regio»* 
Ii, etc. 

Tracons ä la surface d'one sphere Irois grands cercles reclangulaires 
£, "C, £" respectivement correspondonls ä Z, Z', Z" : ils partageront la surfnee 
de la sphere en 8 Iriangles Irirectangles p, p, , ... etc. respeolivemenl cor- 
respondants ä R, R A , etc. 

Soit b un sommel quelconque de Ii. Celle region elant homologue ä 
eile -meine sous trois aspecls dislincls, conliendra trois soinmets pareils b, b', 
6"; on prendra pour leur correspondre trois points /*, ß', ß" pris dans la 
reaion (> et choisis de teile sorte qu'ils se permulent entre oux lorsque on 

2 TT 

fait tuurner le triangle de Tangle autour de son centre y. R contient 
un element c qui est homologue ä Ini-meme sous ces trois aspects: si c'est 
un sommet, on prendra le point y pour lui correspondre. Si un soinmet de 
R est inverse ä lui -meine, il scra situe eur la zöne de Separation de R et 
d'une region conligue R'. On prendra pour lui correspondre un point situe 
sur Tarc de cercle qui limite les deux regions p et (?,. Enfin, si un sommel 
de R est ä la fois inverse ä lui -meine et doue de rotalion binaire, il sern 
situe ä la rencontre de deux des zönes qui limitent R. On prendra pour lui 
correspondre celui des sommets de (j qui se trouve situe a l'interseclion de? 
cercles correspondants a ces zönes. 

Sur les [mit regions de P, il en existe quatre pareilles ä Ii : ces 
regions elant necessairement non contigues, sont Celles qui repondent au tri- 
angle p et aux trois triangles p, , p 2 , pj qui lui sont opposes par le sommel. 
A chaque Systeme de sotnmels b, //, b" de R correspond un Systeme de 
sommets homologues dans R, . Nous prendrons pour lui correspondre un 
Systeme de points choisis dans p, de teile sorte qu'il se confonde avec le 
Systeme des points ß, ß', ß" lorsque on transporle le triangle p, sur le tri- 
angle p pour les faire colncider ensemble. Nous ferons de meme pour 
p, et p,. 

Les quatre aulres regions, Ii'. /», , Ii . /? 3 ont leurs sommets inverses 
des precedents. Les iriangles correspondants p', p',, p ? , pj sont respectivement 
symetriques de p, p M p,, p 3 par rapport au centre de la sphere: et Ton 
prendra pour correspondre respectivement aux sommets de R' } Ii,, etc. les 
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points de la sphere symetriques des points precedemmenl marques par rapport 
au ccntre de la sphere. 

Sur les points ainsi delermines nous pourrons former un reseau, qui 
par construction, sera son propre symelrique par rapporl nu centre de la 
sphere*). II sera en oulre superposahle ä lui-meme de 12 manieres dif- 
ferenles. En effet, si Ton fait tourner le reseau de manicrc a amener un 
quelconque des quatre triangles p, p,, p 2 , p 3 ä la place occupeo primitivement 
par p, les qualre triangles sc remplaccront evidemmenl les uns les autres: des 
lors, en vertu de notre construction, tous les sommels a, b, etc. contenus 
dans chacun d'eux remplaceront les sommels homologucs />,, etc. de celui 
qui occupait precedemment la memc place. Les points symetriques de a, b, . . . 
par rapport au centre de la sphere viendront donc ü la place qu'occupaienl 
les points symetriques de o, , b, , etc. Tous les sommels seront donc rem- 
places par leurs homologues, et le reseau sera superpose ä lui-meme. 

Si maintenant on fait lourner le reseau aulour du diametre qui passe 
par on pourra superposer le triangle p ä lui-meme de trois manieres dif- 
ferentes. Les triangles p,, p 2 , p, seront permutes entre eux, et dapres ce 
qui precede, le reseau sera encore superpose ä lui-mßme. On peul donc le 
faire coincider avec lui-meme de 4.3= 12 manieres differentes. 

2 Lme type. Tous les elements et arites remarquables sont inrerses u 
eux-memes. II existe six zdnes pareiUes, decoupanl le polyedre en 24 regions. 

Tracons ä la surface de la sphere quatre arcs de cerclc, joignant les 
sommets d'un tetraedre regulier. Far le centre de chacun des quatre triangles 
spheriques ainsi formes, menons 6 arcs de grand cercle, aboutissant aux som- 
mets du triangle et aux milieux de ses cöles. Nous aurons decompose la 
surface de la sphere en 24 triangles reclangles. Deux quelconques de ces 
triangles contigus entre eux sont evidemment symetriques Tun de l'autre. Deux 
triangles contigus ä un troisieme sont donc superposablcs. Les 24 triangles 
se partagent donc en deux systemes, formes chacun de 12 triangles egaux. 

Nous pouvons etablir une correspondance entre ces triangles et les 
regions du polyedre P, qui s'enchainenl les unes aux autres de la möme 
maniere, ainsi que nous l'avons vu. Soient Ii une de ces regions, p le tri- 
angle correspondant. A chaque sommet b de H, faisons correspondre un point 



*) On vcrrait aise*ment qu'il est egalement symeHrique ä lui-meme par rapport 
au plan de chacun des trois cercles f, 
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ß de (>. Si un sommet c est inverse ä lui - meme, il est situe sur la limite 
de R et d'uno autre region R'. On prendra pour lui correspondre un point 
situe sur l'arc de cerclo qui separe les triangles correspondants p et p\ Enfin 
si ce point est ä ttntersection de plusieurs zönes, on prendra pour lui cor- 
respondre rinlerseclion des arcs correspondants. 

A chaque sommet b de R correspond un sommet pareil dans chacune 
des regions pareilles /?,, /?.,. elc. On prendra pour lui correspondre les points 
des triangles correspondants (j, , (j, , . . . qui vienncnt colncider avec b lorsque 
on deplace p t , , ... pour les superposer ä (>. Aux autres regions R', R\ etc. 
inverses des precedentes, corrcspondent des triangles p', q\. ... symetriques 
des precedents par rapport au centre de la sphere. En efiel. les sommets 
du telraedre onl pour symetriques les milieux de ses faces: les milieux des 
aretes sont symetriques les uns des autres. Le triangle y ayant trois de ces 
points pour sommets, le triangle symetrique par rapport au centre de la sphere 
aura cncore trois de ces points pour sommels. Ce sera donc Tun de ceux 
de ia serie (jJ, . . . etc. Ce triangle, quo nous designerons par (*', cor- 
respondra a l'une des n'gions inverses de R: cette region R' contient un sommet 
V inverse ä 6; Nous prendrons pour lui correspondre le point (i' symetrique 
de ,i par rapport au centre de la sphere. 

Le rcscau pareil ä P quo nous formons ainsi est symetrique ä lui — 
memo par rapport au centre de la sphere. (On verrait aisemenl qu'il fest aussi 
par rapport ä chacun des six plans hissecteurs des angles diedres du tetraedre.) 
Enfin si on le deplace de maniere ä amener Tun quelconque des 12 triangles 
p, (i, elc. ä la place occupee par q, les 12 triangles (>, pi, . .. etc. se suc- 
cedcront les uns aux autres: leurs points homologues se succederont donc 
muluellemenl. Leurs symetriques par rapport au centre de la sphere se suc- 
cederont de meme, et par suile le reseau sera superpose ä lui -meine. 

IV« 

R^eapltulation« 

Les resultals defmitifs obtenus dans ce memoire peuvent etre formales 
ainsi qu'il suit: 

Theoreme 1. La similitude de deux aspects directs entralne teile 
des aspects retrogrades correspondant aux meines sommets et aretes, et re~ 
ciproquement. 
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Theoreme II. Soit P un polyedre inverse ä lui-meme, et qui de 
plus soit parcil ü lui-möme sous certnins aspects directs en nombre p: on 
pourrn delerniiner d'une infinite de manieres un polyedre tt, ä faces planes on 
gauches, pareil ä P, superposable ä lui-meme sous les p aspects relativement 
auxquels /' est pareil ä lui-meme, et qui sera, de plus, symelrique ä lui- 
meme par rapport u un plan ou ä un point donne. 

Lemraes. Si le polyedre considere P presenle des elements ou areles 
inverses ä eux-memes, ils dessinent autour du polyedre une ou plusieurs zönes 
continues. Ccs zönes partagent le polyedre en un certain nombre de regions. 
Ces regions sont de deux cspeces seulement, deux regions contigues etant 
inverses l'une de Tautre. 

Si k zönes se coupent suivant un meme element, il y a une rotation 
de Tordre h autour de cel element: reciproquement, si un element est inverse 
a lui-meme et doue d'une rotation de Tordre k, il s'y croisera k zönes. 

II ne peut se couper plus de deux zönes suivant une arete. Toute 
arete suivant laqnelle se coupent deux zönes est douee de symetrie de re- 
tournement. Reciproquement, si une arete est inverse ä elle-möme et douee 
de symetrie de relournement, il sy coupera deux zönes. 

Theoreme III. Tout polyedre inverse ä lui-meme apparlient ä Tun 
des 18 types suivants: 

1*" Classe. Polyedre» dont toits les aspects directs sont differents. Cette 
classe presente deux types de polyedres inverses ä eux-memes. 

1 er type. II existe des elements et areles inverses ä eux-mömes et 
silues sur une zöne uniqne Z. 

2'etne type. II n'existe Iii elements ni aretes inverses ä eux-mömes. 

2*»e Hasse. Polyedres symetriques par rotation. Cette classe fournit 
trois types de polyedres inverses a eux-memes. 

1 er type. Chacun des elements uniques S et T est inverse ä lui- 
möme. L'ordre de la rotation etant k, on peut tracer autour du polyedre * 
zönes meridiennes se coupant aux deux pöles S et T. 

2fcme typ e . s est Tinverse de T et reciproquement. II existe des 
elements ou arötes inverses ä eux-mömes et formant autour du polyedre 
une zöne eqtuitoriale unique. 

3« mc type. S est f inverse de T et reciproquement II n'existe ni 
element ni aröte inverse ä lui-meme : k lignes geodesiques pareilles L, L, , ... L k _, 
convenablement traeees entre S et T, decoupent la surface du polyedre en 
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k fuscaux pareils, partages chacun en deux regions inverses l'une de l'autre 
par l'une des lignes >/,... si t _ t inverses de /„, ... 

;{*me clause. Polyedres symetriques par rotation et retournement. 

Type unique. II existe deux zönes meridiennes sc croisant suivant 
lelement unique, et suivant l'arele ä retournement. 

4finc («lasse. Polyedres symetriques par retournement. 

1 er type. Chncune des artMes uniques S et T est inverse ä elle- 
möme. II existe deux zönes meridiennes se croisant suivant ces deux areles. 
et decoupant la surface du polyedre en 4 regions. 

2*mt type. L'arele S est l'inverse de T et reeiproquement. II existe 
des elements ou areles inverses ä eux-mömes et formant aulour du polyedre 
une zöne equatoriale. 

3eme type. L'arele S est inverse de Tel reeiproquement. II n'existe 
ni elemcnl ni nröte inverse ä lui-meme. Deux lignes geodesiques parcilles 
L, L, , convenablement traeees entre S et 7', decoupent la surface du polyedre 
en deux regions pareilles, partagees chacune en deux regions inverses fune 
de l'autre par Tune des lignes A t s1 { inverses de L et L,. 

5'"' claSSC. Polyedres symetriques par rotation et renversement. 

1 er type. II existe k zönes meridiennes, se croisant aux deux pöles 
S et T, et partageant la surface du polyedre en 2k regions, dont chacune est 
homologue ä elle-möme sous deux aspects directs differenls. 

2 ime type. Chacun des elements ou arötes remarquables est inverse 
ä lui meine. II existe, outre les k zönes meridiennes, une zöne equatoriale 
Le nombre des regions du polyedre est 4A\ 

3imo type. II existe un Systeme de deux arötes a retournement in- 
verses a elles-mömes: et deux syslemes, inverses Tun de l'autre, d'elements 
ä rotation binaire. 11 existe deux zönes meridiennes, qui se croisent suivant 
les arötes remarquables et partagent la surface du polyedre en 4 regions dont 
chacun est homologue a elle-möme sous deux aspects directs differenls. 

6* m « elasse. Polyedres symetriques par retournement et rencersemeni. 

1 er type. Un seul des trois systemes d'aretes ä retournement est in- 
verse ä lui-möme. II existe deux zönes meridiennes se croisant suivant les 
arötes de ce Systeme et partageant la surface du polyedre en 4 regions dont 
chacune est homologue ä elle-möme sous deux aspects directs differenls. 

2 imc type. Chacun des trois systemes d'aretes ä retournement est 
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inverse a lui-möme. II exisle Irois zönes, passant chacuno par deux systemes 
d'aretes remarquables, et partageant la surface du polyedre en 8 regions. 

7 mt clasSC Poly^dres ä symMrie letroddrique. 

1 er type. Les deux systemes d'elements ä symetrie de rotation lernairo 
sont inverses Tun de l'autre. Les elements ou aretes ä symetrie binaire sont 
inverses ä eux-niemcs. II existe trois zönes pareilles, se coupanl deux ä deux 
suivant ces elements ou aretes, et divisant le polyedre en 8 regions dont chacum* 
est sa propre homologue relativement ä trois aspects directs differents. 

2 bmu type. Tous les elements ou aretes remarquables sont inverses 
ä eux - meines. II existe six zönes pareilles entre elles et divisant le polyedre 
en 24 regions. 

8*™' classe. Polyidret ä sytnitrie cubodaedriqne. 

Type unique. Tous les elements ou aretes remarquables sont inverses 
ä eux-memes. II existe deux systemes de zönes Tun forme de 3 zönes 
pareilles entre elles, l'autre de 6 zönes pareilles entre elles. Iis divisent le 
polyedre en 48 regions. 

9*"« Classe. Polyidres ä lymetrie icotidodäcaedrique. 

Type unique. Tous les elements ou aretes remarquables sont inverses 
ä eux-memes. II existo un seul Systeme de 15 zönes pareilles, divisant le 
polyedre en 120 regions. 

Observation. Lorsque deux zönes se coupent suivant une aröte, 
Tune de ces zönes est longitudinale, et l'autre transversale ä cette arele. 
Cette distinetion permettrait d'elablir des divisions secondaires dans quelques-uns 
des types ci dessus. 

Paris, 1868. 
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Note sur la symetrie inverse des polyedres non 

euleriens. 

(Par M. Camille Jordan a Paris.) 



Dans une note inseree au T. 66 de ce journal nous avons indique 
la maniere de repartir les surfaces polyedriqucs en especes eorrespondant aux 
diverses valeurs qui peuvent ötre assignees ä deux parametres m et n: nous 
avons en outre indique que les polyedres de l'espece (0,1) (ceux qui pre- 
sentent Taspect general d'un tore, par exemple) sont susceptibles de trois sortes 
de symetrie directe, que nous avons appelees 

1°. Symetrie raw-aire 
2°. Symetrie «»»-binaire 
3°. Symetrie mn -quaternaire. 

Les parametres m et n pouvant chacun prendre toutes les valeurs en- 
tieres possibles, sauf dans Ie dernier cas, oü nous avons signale une restriclion 
a laquelle ces valeurs sont soumises. 

En reprenant recemmcnt la queslion, je viens de reconnaitre, que la 
restriclion indiquee au lieu cite n'est pas süffisante, et qu'on doit avoir neces- 
sairement n — m, de sorte que la denomination de symetrie in«- quaternaire doit 
«Mre remplacee par la suivanle: »ymetrie tri 1 -quaternaire. La valeur du paramelre 
m peut d'ailleurs elre un enlier quelconquc. 

D'autre part, en appliquant la melhodc exposee dans le memoire ci- 
dessus ä la recherche des symelries inverses de ces polyedres, on obtient 
les resultats suivants. 

Si un polyedre d'espece (0,1), et presentant la symetrie «w-aire, est 
en outre inverse ä lui-meme, trois cas pourront se presenter: 

1°. Aucun element ni arete n'est son propre inverso. 

Soient dans ce cas A, a deux sommets inverses Tun de l'aulre, et 
choisis aussi voisins que possible, L une ligne geodesique tracee entre A et 
a, L, V etc. les diverses lignes pareilles ou inverses ä L que Ton peut tracer 
sur le polyedre. L'ensemble de ces lignes conslituera m contours fermes K, JC ... 
ne se coupaut pas eux-memes ni mutuellement: sur chacun de ces contours 
se trouveront n sommets pareils ä .1, et // pareils ä er, qui se succedent, aller- 
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nativement. Ces contours decouperont enfin la surface du polyedre en m re- 
gions R, R' annuiaires, pareilles entre elles, et analogues ä Celles que m cercles 
meridiens determineraient sur la surface d'un tore. Chacune de ces regions 
R est inverse ä elle-meme, et pareille ä elle-meme sous n aspects. Soit 
A une ligne tracee sur l'une des regions R de maniere ä etre la plus courte 
possible tout en joignant entre eux deux sommets inverses B et ß. Los diverses 
lignes pareilles ou inverses ä A que Ton peut tracer sur la dite region forment 
un conlour ferrne /, nc se coupant pas lui-m6me, et sur lequel sc trouveront 
allernativetnent n sommets pareils ä B et w sommets pareils ü ß. Ce contour / 
partagera l'anneau Ii cn deux anneaux partiols <j et (/ inverses Tun de l'aulre et 
dont chacun est pareil a lui-meme sous n aspects. Enfin si » ne se reduit pas u 
lunite, on peut tracer de Tun ä lautre des deux contours qui limitenl Tun de 
ces anneaux, tel que (*, n lignes geodesiques l, ne se coupant pas elles- 

mömes ni muluellemenl et parlageanl l'anneau en « regions quadrangulaires 
pareilles entre elles, et qui prises isolement ne presentenl plus aueuno symetrie. 

2° et 3°. II existe des Clements ou aretes qui sonl leurs propres inverses. 

Soit A Tun de ces elements: tracons toutes les zones Z, Z' formees 
d'elements inverses ä eux-mßmes et pareilles ä celles qui passenl par cet 
element. Elles seront cn nombre m, ne se couperont elles-memes ni mu- 
luellemenl, passeront chacune par m elements pareils ä A el partageront la 
surface du polyedre en m regions R, R' annuiaires et pareilles entre elles. 
Chacune de ces regions R est inverse ä elle-möme, et pareille ä elle-meme 
sous m aspects. 

Si les regions R ne contiennent aueun element qui soit son propre 
inverse, ce qui consliluera lo second cas, on pourra tracer dans chacune d'elles 
un contour ferme / la partageant en deux anneaux partiels p, (/ inverses Tun 
de Tautre: enfin si >< _ \ . chacun d'eux pourra ötre decompose en n regions 
quadrangulaires pareilles par des lignes geodesiques joignant ensemble la zöne 
et le contour qui le limitent respectivement. 

Si les regions R contiennent des elements qui aoient leurs propres in- 
verses, ces elements formeront dans chacune d'elles une zöne > , qui la partage 
encore en deux anneaux partiels p, q' inverses Tun de Tautre et decomposables 
chacun en n regions quadrangulaires pareilles par des lignes geodesiques joignant 
ensemble les deux zönes qui le limitent. 

Passons aux polyedres d'espece (0, 1) presentanl la symetrie ro»-binairo. 

Cinq cas seront ä distinguer. 
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4°. Si aucou element n'est inverse ä lui-meme, on pourra tracer. 
comme dans le 1 er cas de la symetrie im»- aire, 2m contours fermes K, K', . . ., 
/ etc. partageant le polyedre en 2m regions annulaires p, (>',... dont chacune 
sera l'inverse de ses voisines, et sera sa propre homologue sous 2» aspecis 
differents. Des lignes geodesiques en norabre 2» convenablement tracees d'un 
bord ä fautre de chacun de ces anneaux le parlagent en 2» regions quadran- 
gulaires pareillcs de deux en deux. Chacune de ces regions sera sa propre 
homologue sous deux aspects differents et conliendra en son intericur un des 
Clements hinaires (ou des aretes ä retournement) que renferme le polyedre. 

5° et 6°. Supposons qu'aucun des elements binaires (ou des aretes a 
retournement) ne soit inverse ä lui-möme, mais qu'il existe d'auires elements 
inverses ä eux- meines. 

Soient A Tun de ces elements, Z, Z', . . . les zönes en nombre iw qui 
passent par A et ses homologues: elles parlagent le polyedre en m regions 
annulaires /?, R', ... qui pourront etre subdivisees chacune en deux regions 
1«\ par un conlour ferme tel que / si elles ne contiennent dans leur inlerieur 
aucun element qui soit son propre inverse: 2°. par une nouvelle zone teile 
que Y dans le cas conlraire. Dans Tun et lautre cas, lo polyedre sera partage 
en 2m» regions (>',... dont chacune est l'inverse de ses voisines, et quon 
peut partager comme dans le cas precedent en 2» regions quadrangulaires. 
pareillcs deux ä deux, et dont chacune est sa propre homologue sous deux 
aspects differents. 

7°. Supposons que parmi les qualre systemes A, B, C, D d'elements 
binaires (ou d'arötes ä retournement) il en existe deux, A et B, inverses ä 
eux -meines, les deux autres, C et Z>, etant inverses Tun de Tautre. Les ele- 
ments inverses ä eux-memes formeront deux systemes de zönes sc croisant 
sur la surlace du polyedre comme les meridiens et les paralleles d'un tore. 
Ces systemes conliendront respectivement m et 2» zönes. Les croisements 
successifs d'une zone de Tun des systemes avec Celles de l'aulre Systeme se 
feront nlternativement snivant des elements appartenant allernalivement a l'espece 
A et ä l'espece B. Les 2i»» regions quadrangulaires sonl de deux especes 
distinctes, reparlies comme les cases blanches et noires sur un echiquier; 
chacune d'elles contient en son interieur un element de Tespece C ou de 
l'espece D, et sera homologue ä elle-meme sous deux aspects differents. 

On voit d'ailleurs aisement que pour que le cas ci-dessus puisse se 
presenter, Ü faul necestairemeitt que m soit pair. 
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8°. Si chacun des 4 systemes A, B, C, D est son propre homologue, 
les elements inverses ä eux-memes forraeront quatre systemes de zönes: 
1°. Un Systeme S de m zönes meridiennes passanl chacune par n elements 
A et n elements /J qui se succedent nlternntivoment sur son pourtour. 2". Un 
second Systeme S Y de m zönes meridiennes respcctiveraent situees dans l'inter- 
valle des precedentes et passant chacune par n elements C et n elements D. 
3°. Un Systeme S, de n zönes paralleles coupont cellos des systemes S et 
S t suivant des elements A et C. 4°. Un Systeme S, de » zönes paralleles, 
interinediaires entre les precedentes, et coupant les zönes S et S, suivant des 
elements B et D. Les 4 systemes de zönes ci-dessus parlagent le polyedre 
en 4mn regions quadrangulaires ayant chacune 4 sommels appartenant respective- 
ment ä chacune des 4 especes A, B, C, D. Chacune de ces regions est en- 
tieremenl dissymetrique : elles sont d'ailleurs ici encore de deux especes distinctes. 
reparties comme les cases Manches et noires d'un echiquier. 

9°. Fassons enfin aux polyedres despeco (0, 1) presentant la symetrie 
lü'-quatcrnaire. Soient A le Systeme d'elements binaires, B et C les deux 
systemes d'elemenls quaternaires. Chacun de ces trois systemes sera inverse 
ä lui-meme et les elements inverses ä eux-memes se trouvcront reparlis sur 
3 systemes de zönes dont le premier S est forme de m zönes meridiennes 
et m zönes paralleles se coupant mutuellement suivant les elements B. Le 
second Systeme S, est egalement forme de m zönes meridiennes et tu zönes 
paralleles se coupant mutuellement suivant les elements C et traversant les 
precedentes aux elements A. Ces deux systemes de zönes S et S, partagent 
le polyedre en 4m J regions quadrangulaires. A deux sommets opposes de 
chacune d'elles se trouveront un element B et un element C, aux deux autres 
sommets des elements A. Le troisieme Systeme Sj est forme de 2m zönes 
traversant diagonalemcnt les regions precedentes de manierc ä couper les zönes 
S et Si aux elements B et C. Les regions differentes ainsi determinees par 
les trois systemes de zönes S, S,, S, seront triangulaires en nombre 8m 3 : aux 
trois sommets de chacune d'elles seront situes un element A, un element B et 
un element C: enfin deux regions contigues de pari et d'autre d une möme 
zöne seront inverses Tun de fautre. 

Paris, 1868. 



Joun.*l für M»them»tik Bd. LXVIII. Heft 4. 



45 



354 



Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
mit veränderlichen CoefTicienten. 

(Ergänzungen zu der im 66 8teu Bande dieses Journals enthaltenen 

Abhandlung.) 

(Vod Herrn L. Fuchs.) 



Einleitung. 

Im Folgenden erlaube ich mir einige Ergänzungen zu meiner im 66***» 
Bande dieses Journals enthaltenen Arbeit zu liefern, und daran einige weitere 
Entwickelungen zu knüpfen. Die Sätze der §§. 4, 5, 6 der angeführten Ab- 
handlung ergeben sich aus der Untersuchung beliebiger linearer homogener 
Differentialgleichungen, eingeschränkt auf das Gebiet eines singulären Punktes, 
in welchem die Coefficienten eine gewisse Gestalt annehmen. Die bei dieser 
Untersuchung sich ergebenden Sätze stellen sich nicht bloss als die wahre 
Ouelle der dortigen Entwickelungen dar, sondern gestalten auch anderweitige 
Anwendungen. Die bei der besonderen Form der Coefficienten aus denselben 
auf rationale Weise abzuleitende Gleichung wird mit der „Fundamental- 
gleichung", welche aus den Coefficienten der Differentialgleichung auf trans- 
scendenle Weise gebildet ist, in engere Beziehung gesetzt, indem die Wurzeln 
der ersteren in Gruppen vertheilt werden, welche Gruppen einander gleicher 
Wurzeln der letzteren entsprechen. Die diesen Gruppen zugehörigen Integrale 
verlaufen in der Umgebung des singulären Punktes gewissermassen für sich 
selbst, so dass die abgesonderte Betrachtung derselben zu den Fundamental- 
eigenschaften der Integrale führt, ein Umstand, der sich schon bei der Unter- 
suchung der allgemeinen Form der Integrale in der Umgebung eines beliebigen 
singulären Punktes in der oben angeführten Abhandlung §. 3 kundgegeben. — 

Es wird gezeigt, dass die linearen nicht homogenen Differentialgleichungen 
sich unserer Untersuchung unterwerfen lassen, wenn man ihnen gewisse 
lineare homogene Differentialgleichungen zuordnet. Die sich dabei ergebenden 
Sätze liefern auch ein wahres Kriterium dafür, ob für singulare Punkte, in 
deren Umgebung die Coefficienten die oben angeführte besondere Form haben, 
in den Integralen einer Gruppe Logarithmen auftreten. Dieses bildet alsdann 
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den Ausgangspunkt zur Unterscheidung der wirklich singulären Punkte von 
den nur scheinbaren einer beliebigen Differentialgleichung. 

Bei den Cilaten aus der oben angoführten Abhandlung möge das Zeichen 
A. gebraucht werden. 

1. 

In der eben erwähnten Abhandlung §. 3 ist die Gestalt der Integrale 
der linearen Differentialgleichung 

in der Umgebung eines singulären Punktes fixirt worden, in der Voraussetzung, 
dass die Coefficienten der Differentialgleichung in der Umgebung desselben 
Punktes eindeutig sind. Ist a ein solcher singulärcr Punkt, so gehört zu 
demselben eine Gleichung A = 0 des m ton Grades, deren Coefficienten gewisse 
von der Natur der Differentialgleichung abhängige Constanten sind, welche wir 
Fundamentalgleichung genannt haben (A. §. 3 Gl. (6.)). Die Wurzeln der- 
selben tu,, t»j, ... (o m sind stets von Null verschieden. Sind nicht zwei 
derselben gleich, so ist gezeigt worden, dass es ein Fundamentnlsystem von 
Integralen y,, y,, ... y m giebt von der Beschaffenheit, dass 

(2.) y t = (x-a)'<f. (a = l,2,...m), 

wo h a = -^t- logtu« und y a eine in der Umgebung von a eindeutige Function 
ist. — Wenn hingegen die Fundamentalgleichung mehrfache Wurzeln enthält, 
wenn z. B. co, eine /fache Wurzel derselben ist, so entspricht dieser Gruppe 
einander gleicher Wurzeln die Integralgruppe 

(2 h .) N. = (« - a)' i> <p« [ log (x - »)]*-' (a = 1 , 2, . . . i) , 

wo <p tt in der Umgebung von a eindeutige Functionen von der Beschaffenheit 
sind, dass <f tt als eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 
von y„, <pni- • • V«i dargestellt werden kann, während die Grössen Ar,, ... k k 
nur um ganze Zahlen differirende Werthe des Ausdruckes ^r-logw, bedeuten. 

Die zu den verschiedenen Wurzeigruppen gehörigen Integralgruppen bilden 
zusammen ein Fundamentalsystem. Es ist daselbst ein Verfahren angedeutet 
worden, die lineare Abhängigkeit der Grössen </ näher zu bestimmen. Haben 
nämlich die Grössen io ei dieselbe Bedeutung wie in A. §. 3 Gl. (10.), so hat 

45* 
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man das System von Gleichungen: 

; a o-l 

■ (b-Hd-V) vi = 2, 3, ...i 

ü>,(a-l)2niy 4a = tw^.,^, 

Aus der letzten ergicbl sich y Ja , aus der vorletzten °- s - endlich 

aus der ersten <f tl als lineare homogene Function der Grössen <p, deren erster 
Index kleiner ist als a. Ist </<„ von Null verschieden, so folgt aus der letzten 
der Gleichungen (3.), dass auch y,,, y, 3 , <f, 3 , ... y a _i ja _i von Null verschieden 
sind. Setzt man daher in dieser Gleichung successive a = 2, 3, . . . a und 
multiplicirl die entstandenen Gleichungen, so erhält man 

(4.) (2m'to 1 ) i - , .1.2...(a — — *o n (O sl ...to ttt _ l .(p Ui d.h. 

I. Der Coefficient ton [log (x — a)] 4- ' im Ausdrucke (2* '.) des Elements 
m„ ist entweder Null oder bis auf einen constanten Factor das Integral u, . 

Dieses Resultat lässt sich auch auf andere Weise herleiten, indem man 
direel den folgenden Satz beweist: 

II. Ist V=t> 0 +c 1 log(x-a) + c 7 [log{x-a)] 2 +---+v r [\og{x-a)] r ein 
Integral der Differentialgleichung (1.), und sind die Coefficienten c bis auf 
einen allen gemeinschaftlichen Factor (x — a) a in der Umgebung von a ein- 
deutige Functionen, so ist auch der Coefficient der höchsten Polens von log (x—a) 
ein Integral derselben Differentialgleichung. 

Subslituirt man nämlich in der Differentialgleichung (1.) V für y, ordnet 
den erhaltenen Ausdruck nach Potenzen von log (x — a) und dividirt durch 
(x — a)", so erhält man eine Gleichung der Form: 

(5.) / > l ,+ P l log(x-o) + / , 7 [log(x-o)] 1 +--- + / , ,[log(x-o)] r = 0, 

wo f,,, P|, f», ... P r in der Umgebung von o eindeutige Functionen sind. 
Eine Gleichung dieser Form kann aber nur bestehen, wenn die Coefficienten 
der Potenzen con log (x — a) einzeln verschwinden. 

Denn da sie auch bestehen bleiben muss, wenn x eine beliebige An- 
zahl von Umläufen um den singulären Punkt a gemacht hat, so folgt: 

(6.) P u +P l [log(x-o)+2k*i]+P 2 [log{x-o)+2lmty+---+P^ 
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für jeden ganzzahligen Werth von ä. Es entsprächen demnach einem be- 
stimmten Werthe von x unzählig viele Wurzeln s der Gleichung 

Po+A«+A»*+' = 0, 

woraus bekanntlich folgt, dass die Coefficienten /*„, /*,, P 2 , . . . P r vor- 
schwinden. — Bezeichnet man aber die linke Seite der Differentialgleichung (1.) 
mit so ist {x — a) a P r = D(v r ). Die Gleichung P r =0 drückt also aus. 

dass », ein Integral dieser Differentialgleichung ist. 

Es ist überdies P t = Z)(e 4 ) + <p«, a = l,2, ...r— 1, wo <p, eine lineare 
Function der Grössen © 4+1 , . . . c, und ihrer Ableitungen ist. Die Glei- 
chungen P t = 0, a = 0, 1, 2, . . . r-1 sind daher Differentialgleichungen für 
e r _ 2 , • • durch welche man successive diese Functionen ermitteln kann. 

Da jedes wie V beschaffene Integral eine lineare homogene Function 
mit constanten Coefficienten einer Integralgruppe '2 \ ) ist, so folgt umgekehrt der 
Satz II. aus dem Satze I. Jedes nicht wie V beschaffene Integral ist, als 
lineare homogene Function mit constanten Coefficienten der Integrale (2.) und 
(2'.), eine Summe solcher wie V beschaffener Integrale. 

Zur Transformation eines Fundamentalsystems dient häufig der fol- 
gende Salz: 

III. Ist jh, jf s , . . . y m ein willkürliches Fundamentalsystem, mtd sind 
C, tj, ... c. lineare homogene Functionen mit constanten Coefficienten ton 
beliebigen n Elementen desselben y*, y 2 , ... y m : 

m 

(7.) t>. = -£>c ao .y» (a = 1,2, ...»), 
derart, dass die Determinante 

c lt ... c,, 

C = : 

C nl • • • C„ 

nicht verschwindet, so bilden e,, ... ©„, y„ +1 , ... y. ein Fundamentalstem 
Denn eine Gleichung 

(8.) c l e l +c 7 v 2 -\--" + c m v m +c m+l y m + l +-~ + c m y m = 0 

mit constanten Coefficienten wäre gleichbedeutend mit 

y,-£ t c»c,, + -- -f Jf.«ftc» c»- + c. +1 .y. +1 + - - + c.y. = 0. 

Da aber y, , y,, ... y„ ein Fundamentalsystem ist, so könnte diese Gleichung 
nur stattfinden, wenn die Coefficienten der verschiedenen y verschwinden. 



Fuchs, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

Setzt man aber die Coefficienten von y,, y,, ...f. der Null gleich, so folgt, 
dass entweder c, = c,=--- = c. = 0, und daher auch in (8.) c + , = - =c = 0, 
oder C = 0. Diese letztere Gleichung widerspricht aber der Voraussetzung. 

Die Bedingung, dass die Determinante C nicht verschwindet, ist offenbar 
gleichbedeutend mit der Bedingung, dass eine Gleichung der Gestalt: 

= 0, 

mit constanten Coefficienten nicht stattfindet. 



Es werde in der Differentialgleichung 
y = (x — a)'z gesetzt, wo r eine beliebige Grösse, so geht dieselbe Aber in: 



(2.) 



wo 

fl-l 



(8 .>« = 2, (— tX—b-<M— a+<) r(r _ t )... (r _ a+()+ i ) (a? -«)fc + 

I (p., = l)- 

Wenn die Coefficienten /> die Form haben p„ = q a (x — a)~', wo ff a in 
der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich, so folgt aus (3.), 
dass P t ebenfalls in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich 
ist. Da die Differentialgleichung (2.) in die Differentialgleichung (1.) über- 
geht, wenn man z-{x~a)- r g setzt, so folgt umgekehrt, dass wenn die 
Grössen P tt in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich sind, 
die Ausdrücke p^x-a)' dieselbe Eigenschaft haben. Unter derselben Vor- 
aussetzung giebt es ein Fundamentalstem von Integralen der Differential- 
gleichung (1.) y,, y>, ... y„, dessen Elemente wie F beschaffene Functionen 
(A. §. 6) und resp. zu gewissen Exponenten r,, r,, ... r m gehören. Diesem 
Fundamentalstem» entspricht ein ähnlich beschaffenes Fundamenlalsystem der 
Differentialgleichung (2.) a,, «j, ... a m , dessen Elemente resp. zu den Ex- 
ponenten p t = r, — r , p 7 e» r, — r, ... Q m = r m —r gehören. — Wir nehmen r 
so an, dass die letzteren Exponenten grösser als m sind. 
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Bezeichnet man mit 4„ dio Determinante des Fnndamentalsystems 
Sfi, Jf 2 , . y«, so ist (A. §. 2 Gl. (3.)) 

J„ — Ce J 

Ist ebenso 4, die Determinante des Fundamentalsyslems a 2 , ... «„, so ist 

4 = C V"'~-« 



C und C nicht verschwindende Constanten bedeuten Da nun nach (3.) 
P, = mr-\-(x — a)p^ so folgt 

4, = C'(ar-a)— 'e - ^" 1 *, 
daher . 

(4.) 4, = C"(x-ar*„ 

wenn man = C" setzt. Es ist von Wichtigkeit nachzuweisen, dass der 

Ausdruck />„ = J„ . (x- a) , wo -Zr 4 die Summe der Exponenten 

r, , r 2 , . . . r„ bedeutet, für x = a nicht verschwindet. Dieses ist (A. §. 4) mit 
Hülfe der Productenform von geschehen. Allein dor dortige Beweis erfordert 
einige Erörterungen für den Fall, dass einige der Exponenten r kleiner als m und 
positive ganze Zahlen sind. Um diese zu vermeiden, beweist man nach (A. §. 4) 

aus der Produclform von J, n dass D„ = Jl,(x — a) , wo 

die Summe der Exponenten p,, p 2 , ... $ m bedeutet, nicht verschwindet, da 
wir über diese Exponenten so verfügt haben, dass sie sämmtlich grösser als 
m sind. Aus der Gleichung JSq u — — fw+-Z"r a und Gleichung (4.) folgt aber 
D ( ,= C".ß„, folglich ist auch D„ für x = a von Null verschieden. 

3. 

Sind die Coefflcienten der Differentialgleichung 

ia \ i d a ~ x y dr-^y „ 



in der Umgebung des singuiären Punktes a eindeutig, und die Integrale für 
x = a nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von {x — a) mulli- 
plicirt endlich werden, bilden ferner y, , y 2 , ... y m das den Gleichungen (2.) 
und (2 6 .) derN°. 1 entsprechende Fundamentalsystem von Integralen, so sind sie 
wie F (A. §. 6) beschaffene Functionen, die resp. zu den Exponenten r,, r 2 , ... r m 
gehören mögen. Bezeichnet man wieder mit J„ die Determinante dieses 
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Fundamentalsystems, mit J a diejenige Determinante, welche man aas J t , erhall, 
wenn man die a te Verticalreihe durch ^Jj-, ^J^-, ^jß- ersetzt, so ist 

(2.) p. = (A. §. 4 Gl. (7.)). 

Nun aber ist (A. §. 4 II. und III.) 

D a = J a {x-a) * (a = 0, l,...m) 

in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich, und (s. die vor. 
N°.) D u für x — a von Null verschieden, folglich ist 

für x = a nicht unendlich. Man hat also den Satz: 

Wenn die Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung für 
einen singulären Punkt a, in dessen Umgebung die Coefficienten derselben ein- 
deutig sind, nur so unstetig werden, dass sie mit bestimmten Potenzen ton 
(x—a) multiplicirt nicht mehr unendlich sind, so hat die Differentialgleichung 
in der Umgebung des Punktes a die Gestalt: 

[so ^-«r^+(^«r , p.^f+(x-«r/ , ^T-»+/ j .y=o. 

wo P t , /* 2 , ... P m in der Umgebung des Punktes a eindeutig, continuirlich 
und endlich sind. 

Dieser Salz setzt nichts über die Beschaffenheit der Coefficienten der 
Differentialgleichung und deren Integrale ausserhalb der Umgebung von o vor- 
aus. Man kann aber aus demselben den Satz in N°. 4 Gl. (12.) der Abh. 
herleiten. Sind nämlich die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) überall 
eindeutige Functionen, die in einer endlichen Anzahl von Punkten a,,a,, . . . a e 
unstetig werden, und sind die Integrale für jeden dieser singulären Punkte 
Uj nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von x— a x multiplicirt 
nicht mehr unendlich werden, so folgt aus dem eben bewiesenen Satze, dass 
/V V" für jeden endlichen Werlh von x endlich ist, wenn man 

(*—«,)(*—«,) ... (x-a e ) = y 
setzt. Wenn die Integrale ausserdem für a: = oc nur so unstetig werden, dass 
sie mit bestimmten Polenzen von x multiplicirt nicht mehr unendlich sind, so 
folgt auf dieselbe Weise wie für die übrigen singulären Punkte, dass p t x* für 
x = oc nicht unendlich ist. Hieraus aber ergiebt sich, wenn man 
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setzt, dass J(*_ n für x = >s nicht unendlich ist. Da also Q t eine überall 
eindeutige, für jeden endlichen Werth endliche Function ist, die für x=v. 
höchstens von der Ordnung a {>• I; unendlich wird, so ist Q, eine ganze 
rationale Function höchstens vom Grade a(p—l). Hiermit ist aber die Form 
der Differentialgleichung (12.) in No. 4 der A. erwiesen. 

4. 

Wir haben (A. §. 5 u. 6) bewiesen, dass der Differentialgleichung 

wo /*, (arj , P 7 {x), . . . P m {x) in der Umgebung von a eindeutige, endliche 
und continuirliche Functionen sind, ein Fundamentalstem von Integralen 
ij,, q,, . . . rj m entspricht, dessen Elemente wie F beschaffene Functionen sind, 
die resp. zu den Exponenten r», r,, . . . r m gehören, welche Wurzeln der 
Gleichung: 

\r(r-i)...(r-m+l)+P l (a)r(r-i)...(r-m+2) 

+ P,(a)r(r-l)...(r-» + 3) + -+/ , .(a) = 0. 

Umgekehrt ist der Exponent, zu welchem irgend ein wie F beschaffenes In- 
tegral der Differentialgleichung gehört, eine Wurzel der Gleichung (2.). — 

Bildet man für die Differentialgleichung (1.) das Fundamentalsystem, 
welches in No. 1 unter (2.) und (2 fc .) angeführt worden, so enthalten die in 
demselben vorkommenden Functionen <f t und </>,» in ihrer Entwickelung nach 
Potenzen von x — a nur eine endliche Anzahl von Potenzen von (x — a) -1 ; die 
Elemente des Fundamentalsystems sind daher wie F beschaffene Functionen. 
Da nun die Grössen k t (No. 1) nur bis auf additive ganze Zahlen bestimmt 
sind, so wählen wir dieselben für die Differentialgleichung (1.) so, dass *„ der 
Exponent ist, zu welchem das Element y t oder u s gehört. Hieraus folgt: 

L Das ~ fache des Logarithmus jeder Wurzel der der Differential- 
gleichung (1.) zugehörige» Fundamentalgleichung (A. §. 3 Gl. (6.)) ist bis auf 
additive ganze Zahlen eine Wunel der Gleichung (2.). 

Ist Tj irgend ein Element des Fundamentalsystems ij,, i n , ... r lm , 
welches zum Exponenten r gehört, so ist 

t}(x-a)- r = V. + V 1 ^og(^-a) + V'3[iog(x-a)] , + •.. + Vi[^og(x-a)] i - , , 

wo y>,, ... Va i»> der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich 

fUr M«th«m«tik Bd. LXVI1I. Heft. 4. 46 
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sind. Daher kann die lineare homogene Function der Elemente des Fun- 
damenlalsysteins (2.) und (2\) der No. 1 mit consfantcn Coefficienten, durch 
welche r\ dargestellt wird, nur diejenigen Elemente dieses Fundamentaisyslems 
enthalten, deren zugehörige Exponenten sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, also die Elemente einer Gruppe (2\) in No. 1. Hieraus folgt: 

II. Das 2ni fache jeder Wurzel der Gleichung (2.) ist der Logarithmus 
einer Wurzel der der Differentialgleichung (1.) zugehörigen Fundamental- 
gleichung (A. §. 3 GL iß.)). 

Aus dem Satze I. folgt, dass verschiedenen Wurzeln der Fundamental- 
gleichung solche Wurzeln der Gleichung (2.) entsprechen, die weder gleich, 
noch um ganze Zahlen von einander verschieden sind. Umgekehrt folgt daher 
aus dem Satze II., dass jeder Gruppe von Wurzeln der Gleichung (2.\ die 
entweder gleich, oder um ganze Zahlen von einander verschieden sind, eine 
Gruppe gleichvieler einander gleicher Wurzeln der Fundamentalgleichung 
entspricht. Es sei eine solche Gruppe von Wurzeln der Gleichuug (2.): 
r, , r 2 , ... r, = ;/f), so geordnet, duss der reelle Theil irgend einer derselben 
nicht kleiner ist als der reelle Theil irgend einer nachfolgenden, so giebt es 
ein Integral e, , der Gestalt e, = a) r '<p t wo tp in der Umgebung von a 
eindeutig , continuirlich uud endlich und in a von Null verschieden ist. Der 
Beweis hierfür ist genau übereinstimmend mit dem Beweise des Salzes, dass 
ein derartiges Integral derjenigen Wurzel der Gleichung (2.) zugehört, deren 
reeller Tbeil nicht kleiner ist, als der reelle Theil irgend einer anderen Wurzel 
(A. §. 5). Denn es genügt die hier über r, gemachte Voraussetzung, um 
das, worauf es bei diesem Beweise ankommt, festzustellen, dass nämlich der 
Coefficient von c, , , in Gl. (5.) der A. §. 5 für keinen ganzzahligen positiven 
Werth von k verschwindet. 



Setzt man in die Differentialgleichung (1.) y = t> { J zdx, so gehört der 
Differentialgleichung für « ein Integral a, an, der Gestalt * ( = (x — aY'~ r, ~ l <p' . 



Integral /, an, der Gestalt /, —.(x—a) r> '"'~ l <f> in , wo <p {1) dieselben Eigenschaften 
wie (p hat. Fährt man so fort, so erhalt man eine Differentialgleichung der 
Ordnung m-(Ä-l), der ein Integral *>, = (x-a) ri ~ fi - l ~ V - " angehört. 




wo </' dieselben Eigenschaften wie <y hat. Setzt man in die letzterhaltene 
Differentialgleichung * — s t / tdx, so gehört der Differentialgleichung für / ein 
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tialgleichung (1.), welche resp. zu den Exponenten r,, r,, ... r t gehören 

(A. §. 5 u. 6). 

Bezeichnet man diejenige Function, in welche eine beliebige Function 
f{x) nach einem Umlaufe um a übergeht, mit [/•(*)]', so ist von einer Function 
F, wie sie in der A. §.6 charakterisirt ist, ersichtlich, dass sie die Eigen- 



ts-P? - [-zrl °" d fm* - [/**»]+ c< "»" 

besitzt. Da ober e,, *,, /, , ... «?,, r,, fj, ... e 2 , wie F beschaffene 
Functionen A. §. 6) und ausserdem r,(x — a)- r ' s n /,, ... «>, in der Um- 
gebung von a eindeutig sind, so folgt, dass auch • •• wie F be- 
schaffene Functionen sind und daher 

rjL5i.i' = -^-r^-T= — 

L dx e, J dx Lp, J dx e, 
Durch Integration ergiebt sich 

wo C eine Constante bedeutet. 

Entspricht nun der Gruppe (R) die Gruppe (W) der gleichen Wurzeln 
der Fundamentalgleichung : to, = tu, = •■• = a>j, so ist c', = tw^. Daher er- 
giebt die letzte Gleichung: 

(3.) [>,]' = tync. + to.e,, 
wenn man Cu>, = tw„ setzt. Ferner ist 

= = h/W = *L/W = 

wo C, eine neue Constante. Durch Integration folgt: 

wo Cj eine fernere Constante. Daher ist 

(4.) W = + 
wenn man C,o>, = to„, C,ia, = (ü w setzt. So fortfahrend findet man 

i 

[ej* bb »a^+oiiivH r-«*.»*- 

46» 
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Vergleicht man die Gleichungen (3.), (4.), (5.) mit den Gleichungen (10.) 
(A. §. 3), so folgt, dass man die Integralgruppe p,, © 2 , mit derjenigen 

der «,, ... «i (N°. 1 (2 6 .)), welche der Gruppe ( W) der Wurxeln der 
Fundamentalgleichung entspricht, idcntificiren kann. Hierdurch sind aber die 
Exponenten ä,, ... Aj bestimmt, derart, dass *, = r,, k 2 =rj, ... h l = r i . 
Zwischen den Integralen e,, c 2 , . . . r 2 findet keine lineare homogene Relation 
mit constanten Coefficienten statt. Dieses folgt ebenso wie in A. §. 2 Gl. (8.). — 
Fasst man das Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich 

HI. Vertheilt man die Wurzeln der Gleichung (2.) in Gruppen (Ä) 
derart, dass jede Gruppe einander gleiche oder von einander um ganze Zahlen 
eerschiedene Wurzeln enthält, so entspricht jeder dieser Gruppen eine Gruppe ( W) 
gleich tieler einander gleicher Wuneln der Fundamentalgleichung. Da* 2ni- 
fache der Wurzeln einer Gruppe (R) ist ein Logarithmus der Wurzel der ent- 
sprechenden Gruppe ( W). 

Ferner : 

IV. Jeder Gruppe (II) mit den Wurzeln r,, r,, . . . rj entspricht eine 
Gruppe von wie F beschaffenen Integralen m,, Wj, . . . «i derart, dass v t zum 
Exponenten r. gehört. Sind die Wurzeln r so geordnet, dass der reelle Theil 
irgend einer derselben nicht kleiner ist als der reelle Theil irgend einer nach- 
folgenden, und ist tu eine dir gleichen Wurzeln der dieser Gruppe entsprechenden 
Gruppe [W), so ist es möglich das System der Integrale «,, «2, . . . «i so zu 
gestalten, dass 

(6.) KJ' = t«4i«i+«>«i«< 1 + -" + w M _ l ii,_ l -fa> J tt i (a= 1,2, ... X), 
wo u>„, cd 4? , ... Constanten sind. Die Integrale selbst haben die Gestalt 

,7.) u t = {x-a) r -k,< Pt% [\og x-a)r> {a - 1, 2, . .. 1), 

wo (f ti • ... (f ta in der Umgebung von a endlich, eindeutig und conlinuirlick 

und für x=a nicht sämmtlich Null sind. Die Functionen (x— a) r ' <f ^ (fc = 2, . . . Ä) 

In ssr ii «ich durch die Functionen (x — af"'^^ (fc=l,...A), wo a'<«, linear, 
homogen und mit constanten Coefficienten ausdrücken. Insbesondere ist 
f P»» — Const. <p„ . 

Zwischen den Integralen ein und derselben Gruppe findet keine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten statt; die Gesummt heil der 
Gruppen bildet ein Fundamentalsystem. 
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Aus dem Umstände, dass die Functionen (x—af'(f^ (h = 2, . . . *) sich 
linear, homogen und mit constanten Coefßcienten durch die Functionen 
(x — «)***' </Vb (& = 1,...*), wo a'«0, ausdrücken lassen, folgert man, dass 
dieselben zu Wurzeln der Gruppe (R) als Exponenten gehören, deren Index 
kleiner ist als a, deren reeller Theil also grösser ist als der reelle Theil 
von r a , wenn nicht Wurzeln derselben Gruppe (R) einander gleich sind. Da 
nun « a zum Exponenten r a gehört, so gehört notwendigerweise <p tl (x~ a) r * 
zum Exponenten r a , und y„ kann nur verschwinden, wenn Wurzeln derselben 
Gruppe einander gleich sind, da ausserdem die Integrale (7.) nicht identisch 
Null sind. Man hat daher den Satz: 

V. Sind die Wurzeln einer Gruppe (R) ton einander verschieden, 
so fehlt in keinem Elemente der zugehörigen Integralgruppe (7.) das com 

zwar gehört dasselbe zu demjenigen Exponenten, 
welchem das Integral selbst zugeordnet ist. 

Ist r/ 4 ein wie F beschaffenes Integral, so ist dasselbe offenbar eine 
lineare homogene Function mit constanten Coefficienten nur von denjenigen 
Elementen des Fundamentalsystems des Satzes IV., welche ein und derselben 
Wurzelgruppe (R) entsprechen, und zwar derjenigen, welche den Exponenten, 
zu welchem r\ gehört, enthält. Ist derselbe r ? , während r,, r^ 4 ...r«_ n r* +I ,.. .r t 
die übrigen Wurzeln der Gruppe H vorstellen, deren Elemente wie im 
Satze IV. geordnet sind, sind ferner «,, Ua, ... u x die der Gruppe (Ä) ent- 
sprechende Integralgruppe (Gl. (7.)), so ist zunächst 

(8.) r\ = c 1 «,-f-c 1 » 1 + ... + c i « A . 

wo C|, Cj, ... ei Constanten sind. Sind nicht zwei Wurzeln der Gruppe 

einander gleich, und multiplicirt man diese Gleichung mit (x— a und 

setzt x = a, so erhält man 0 = CiU<(x— a)~ n (fürx = a). Da aber der Factor 
von ci von Null verschieden ist, so folgt, dass c 2 verschwindet. Dieses vor- 
ausgesetzt folgt durch Multiplication der Gleichung (8.) mit (x— a)~ ri ~ l auf 
dieselbe Weise, dass c z _, verschwindet. Und so fort bis c ß+l . Man hat daher: 

(9.) r) = c.Kj + c.MjH hCßVj. D. h. 

VI. Ist (R) diejenige Wurzelgruppe des Satzes IV., welche den Ex- 
ponenten r ß enthält, zu dem ein wie F beschaffenes Integral r t gehört, und sind 
nicht zwei Wurzeln in (R) einander gleich, so ist t; eine lineare homogene 
Function mit constanten Coefficienten nur ron denjenigen Elementen der der 
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Gmppe (R) entsprechenden Integralgruppe des Satzes IV., deren zugehörige 
Exponenten einen nicht kleineren reellen Theil als r^ Imben. 

Da die vom Logarithmus freien Glieder in «,, . . . u ß sämmtlich 
von Null verschieden sind und zu verschiedenen Exponenten gehören, so 
folgt auch: 

VII. Sind nicht zwei Wurzeln in (R) einander gleich, so ist der rom 
Logarithmus freie Theil ton jj von IS'ull verschieden, und gehört mit r, zu dem- 
selben Exponenten. 

Da jedes Integral, als lineare homogene Function mit constanten Co- 
effioieiilen der Elemente des Fundamentalsyslems des Satzes IV., eine Summe 
von wie F beschaffenen Integralen ist, die zu verschiedenen Exponenten ge- 
hören, so ergieht sich ferner: 

VIII. Sind die Wurzeln der Gleichung (2.) ron einander verschieden, 
so enthält jedes Integral ein ron Logarithmen freies Glied. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze VII. ist der Satz: 

IX. Sind die Wurzeln in {R) ron einander r erschieden, so ist der 
rom Logarithmus freie Theil eines mit Logarithmen behafteten wie F beschaffenen 
Integrals i\, dessen Exponent in (R) enthalten ist, kein Integral der Differential- 
gleichung (I.). 

Denn ist dieser vom Logarithmus freie Theil £, so würde tj— £ zugleich 
mit £ ein Integral der Differentialgleichung (1.) sein; dieses ist aber nach 
S. VII. nicht möglich, da in Z der vom Logarithmus freie Theil verschwindet. 

Eine ähnliche Folgerung für den vom Logarithmus freien Theil eines 
beliebigen mit Logarithmen behafteten Integrals ergiebt sich aus Salz VIII., wenn 
die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (2.) von einander verschieden sind. 

X. Sind die Wurzeln r,, r 3 , ... r x einer Gruppe [R] von einander 
r erschieden, und ... irgend welche wie F beschaffene Integrale, 
welche resp. zu diesen Wurzeln als zu ihren Exponenten gehören, so ist eine 
Gleichung: 

(10.) c l t> l + c?v i + ... + c i r x = 0 
mit constanten Coefßcienten nicht möglich. 

Denn sind die Wurzeln r,, r,, ... r x wie im Satze IV. geordnet, und 
multiplicirl man die Gleichung (10.) mit {x — a)~ r| , so verschwinden für x ~ a 

alle Glieder bis auf (x — a)~ ri t> l , da r, — r i5 r,— r 4 , ... r l _ l —r l positive 
ganze Zahlen sind. Daher isl Ci = 0, und die Gleichung (10.) geht in eine 
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ähnliche Gleichung zwischen t,, p 7 , ... r^, flher. Es wird nun ebenso ge- 
zeigt, dass in dieser c x _ x verschwindet; u. s. w. 

Da ein wie F beschaffenes Integral eine lineare homogene Function 
mit constanten Cocfficienlen der einer Wurzclgruppe (R) entsprechenden In- 
tegrale des Satzes IV. ist, welche den Exponenten, zu dem F gehört, enthält, 
so kann man nach Satz III. §. 1 und Satz X. d. § in dem Fundamental- 
system des Satzes IV. diese Inlegralgruppe durch eine beliebige Gruppe gleich- 
vieler wie F beschaffener Integrale ersetzen, deren zugehörige Exponenten 
resp. mit den Wurzeln in (R) identisch sind, vorausgesetzt, dass nicht zwei 
dieser Wurzeln einander gleich sind. 

Aus den Gleichungen 



XL Sind zwei Wurzeln in (R) einander gleich, so ist die dieser Gruppe 



Eine Inlegralgruppo dagegen, welche einer nur verschiedene Wurzeln 
enthaltenden Gruppe Ii entspricht, kann von Logarithmen frei sein. 

Die Coefficienten der Fundamentalgleichung (A. §. 3 Gl. (6.)) hangen 
von den Constanten der Differentialgleichung im Allgemeinen auf transscendonte 
Weise ab. Es ist bemerkenswerlh, dass für einen singulören Punkt a, in 
dessen Umgebung die Differentialgleichung die Form der Differentialgleichung 
(1.) hat, die Fundamentalgleichung durch die Gleichung (2.) ersetzt werden 
kann, deren Coefficienten auf algebraische, rationale Weise aus den Constanten 
der Differentialgleichung gebildet sind. Der Zusammenhang zwischen beiden 
Gleichungen ist derart, dass das 2.Ttfache der Wurzeln der Gleichung (2.) 
als die Logarithmen der Wurzeln der Fundamentalgleichung angesehen werden 
können. — Da die Exponenten, zu welchen die Integrale (7.) gehören, aus 
der Fundamentalgleichung (A. §. 3 Gl. (6.)) nur bis auf additive ganze Zahlen 
sich ergeben, und erst aus der Gleichung (2.) vollkommen bestimmt werden. 



so scheint es zweckmässig, die Gleichung (2.) die determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (1.) zu nennen. 




entsprechende Integralgruppe des Satzes IV. nothwendig mit Logarithmen behaftet. 



* 
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5. 

Es sei 

eine nicht homogene lineare Differentialgleichung mit veränderlichen Coeffi- 
cienten, und es werde zur Abkürzung 

p^+p^+p*z^+---+p-y - Y 

gesetzt. Differentiirt man die Gleichung (1.), multiplicirt die entstandene Glei- 
chung mit q und subtrahirt von derselben die mit mulliplicirle Gleichung 
(1.), so erhält man 

oder 

(3.) r ü ^+r l -g-+r,^-f-+r. + ,jl = 0, 

eine homogene lineare Differentialgleichung der n»4-l ten Ordnung, deren Coef- 
ficienten bestimmt sind durch die Gleichungen: 

\ r - " +P.+>-P' dJ ° d *-y*-^ (a = 0, 1, ... 

(4.) j 

j r u =p u (*-a), r m+l = {^--p m d -^){x-a). 

Aus der Differentialgleichung (2.) folgt durch Integration: 

(5.) Y = Cq, 

wo C eine willkürliche Constante. — Ist y ein Integral der Differentialglei- 
chung (2.) oder (3.), und ist der ihm entsprechende Werth der Constante 
C in der Gleichung (5.) gleich Null, so ist y auch ein Integral der Differential- 
gleichung: 

(6.) Y = *£ +| , 1 *p[ + ... +M = 0. 

Ist die dem y entsprechende Constante C von Null verschieden, so ist — |r 
ein Integral der Differentialgleichung (1.). Umgekehrt sind die Integrale der 
letzteren Differentialgleichung Integrale der Differentialgleichung (3.), welche 
dem Werthe der Constanten C=— 1 der Gleichung (5.) entsprechen; und die 
Integrale der Differentialgleichung (6.) sind Integrale der Differentialgleichung 
(3 ), welche dem Werthe der Constanten C=0 der Gleichung (5.) entsprechen. 
Demnach hat man den Satz: 
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L Jede» Integral der Differentialgleichungen (1.) und (6.) ist ein 
Integral der Differentialgleichung (3.). Umgehehrt ist jedes Integral der Dif- 
ferentialgleichung (3.) entweder ein Integral der Differentialgleichung (6.) oder 
bis auf einen comtanten Factor ein Integral der Differentialgleichung (1.). 

Die Untersuchung der nicht homogenen Differentialgleichung (1.) ist 
hierdurch auf die Untersuchung der beiden homogenen Differentialgleichungen 
(3.) und (6.J zurückgeführt. 

Es seien nunmehr die Coefficienten der Differentialgleichung (6.) in der 
Umgehung eines singularen Punktes a eindeutig, und die Integrale derselben 
für x = a nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von x—a multi- 
plicirt nicht unendlich sind, so ist: 

(7.) = p. = (x-o)— P. (a = l,2,...m), 

wo P t in der Umgebung von a eindeutig, conlinuirlich und endlich ist (§. 3). 

Ist A in der Umgebung von a eindeutig, so sind die Coefficienten der 

Differentialgleichung (3.) ebenfalls eindeutig. Sollen die Integrale der Dif- 
ferentialgleichung (1.) dieselbe Eigenschaft wie die Integrale der Differential- 
gleichung (6.) haben, so gehört dieselbe Eigenschaft nach Satz I. auch den 
Integralen der Differentialgleichung (3.) an. Es ist daher (nach §.3): 

(8.) r^Or-a)-^, r, +I = («-•)— Ä 4+I (a = 0, 1, . .. «,), 

wo R t+l in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich ist. Aus 
den Gleichungen (4.), (7.), (8.) folgt: 

R^=(x-a)[^-P t d -^]-r(m-a)P^P. +t <« = 0,l,...m-l), P„=l, 

Insbesondere ist far a=0, ft, (m-m)^ \m\P l% also^ = "t-«*' ' 

Daher hat q die Gestalt: 

(9.) q = (x-ay.Q, 
wo Q in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirKch und in a 
von Null verschieden ist. Setzt man **^L = ,, so hat man 

= P t+i + (m-a-n)P.+(£ ~,P.)(x-a) (a = 0, 1, ... m-1) 

R m+t = -nP.+ - »P.) (»-•). 

Journ.1 für Mtth«m»Uk Bd. LXVHI. Heft 4. 47 
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Man lml daher den Satz: 

II. Sollen die Integrale der Differentialgleichungen (1.) und (6.). '» 
weichet* p n ... p m , '» der Umgebung von a eindeutig sind, für x = a 



so unstetig sein, dass sie mit bestimmten Potenzen von x—a multiplicirt nicht 
unendlich werden, so haben die Integrale der Differentialgleichung (3.) 
dieselbe Eigenschaft. Die Coefficienten der Differentialgleichungen (1.) und (6.) 
sind alsdann durch die Gleichungen (7.) und (9.), die Coefficienten der Dif- 
ferentialgleichung (3.) durch die Gleichungen (8.) und (10.) bestimmt. Sind 
umgekehrt die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) durch die Gleichungen 
(7.) und (9.) bestimmt, so haben die Integrale derselben zugleich mit den 
Integralen der Differentialgleichungen (6.) und (3.) die Eigenschaft mit be- 
stimmten Potenzen von x—a multiplicirt für x=a nicht unendlich zu werden. 

Aus dem Vorhergehenden ergeben sich noch folgende Sätze, welche 
Verallgemeinerungen von No. 4. und 5. der A. sind: 

III. Sind die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) nur für eine 
endliche Anzahl von Punkten o,, ...a e unstetig, überdiess p„, f>,, p,, ...p m * 

'!}^S. überall eindeutig, und sollen die Integrale der Differentialgleichungen (1.) 

und (6.) mit bestimmten Potenzen von x-a, und x multiplicirt resp. für x = a, 
und x = -x. nicht unendlich werden, so ist: 

q = C(x - atfix - a,)"' . . . (x - 

wo y = (x — a t ){x — Oj) . . . {x — a ( ), C, /u l , /<,,... u f constante Grössen und F. 
eine ganze Function höc/utens von dem Grade n bezeichnet. 

Denn da die Integrale der Differentialgleichung (6.) die verlangte Eigen- 
schaft haben sollen, so müssen zunächst nach §. 4 der A. />„ und p t die in deu 
Gleichungen (11.) angegebene Form haben. Nach Salz II. haben aber auch 
die Integrale der Differentialgleichung (3.) die im Salze angegebene Beschaffen- 
heit, daher ist wieder nach §. 4 der A. 

wo F'^, eine ganze Function höchstens von dem Grade q— 1 bezeichnet. 
Es ist aber 



(ii.) 
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Also 
oder 

(12) i^L. V-- r f- +,i^g., 

woraus die im Satze für ? angegebene Form hervorgeht. 

Umgekehrt: IV. Jedes Integral der Differentialgleichungen (1 .) und (6.), 
deren Coefficienten durch die Gleichungen (11.) bestimmt sind, hat die Eigen- 
schaft mit bestimmten Potenten ton x—a t und x multiplicirt für x = a t und 
x = -v. resp. nicht unendlich zu werden. 

Der Nachweis wird geführt, wenn man den Satz II. für joden der 
singulären Punkte o,, . . . a . anwendet, und um ihn auch für x = x an- 
wenden zu können, in der Differentialgleichung (1.) mit den durch Gl. (11.) 
bestimmten Coefficienten x = ~ substituirt, und alsdann den singulären Punkt 
Null betrachtet. 

e. 

Setzt man in dem Ausdrucke 

^(*-«rg+(*-«r , ' , .(*)£S+(*-«rft(«)33+»-+f.w.f, 

wo die Grössen P in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich 
sind, y = {x—a)*f' x x\ wo t eine beliebige Grösse und f(x) eine in der Um- 
gebung von a eindeutige, conlinuirliche und endliche Function von der Be- 
schaffenheit ist, dass 7j = (x—a)'f[x) kein Integral der Differentialgleichung 
y=0 ist, so lässt sich die resultirende Function auf die Gestalt (x — a)".Q 
bringen, wo « eine bestimmte Grösse und Q in der Umgebung von a ein- 
deutig, continuirlich und endlich und in a von Null verschieden ist. — Die 
Differentialgleichung 

(1.) Y-ix-aY.Q = 0 
hat alsdann das Integral t) = (x-a)'f,x). 

I. Es sei y,, y„ ... jf» ein Fuudamentalsystem der Differentialgleichung 

(2 ) Y - 0, 

so ist das System der Integrale tj, y,, f«, ... y m ein Fundamentalsystem der 
Differentialgleichung m + i"* Ordnung 

(3.) j^~« m+, ^ + ^-"rß,(x)0 + (x-«-'ß 7 (a.)^+... 

■~+R m+l (x).y = 0, 

47* 
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wo 

Iä, +1 (*} - P^x)-Hmr-a-fi) W+p^ -*P.(x)](x-a) (a=0,l,...»-l) 

(4) j ^^ -w+ [^a-,F. w ](M k 

Denn nach dem Satze I. des vorigen §. ist zunächst jedes der Integrale 
fl* #11 #n • • • Um ein Integral der Differentialgleichung (3.). Es kann aber 

eine Gleichung der Form C;;4-c 1 y l + c i y»H hc„y» = 0 nicht bestehen, ohne 

dass die conslanten Coefficienten derselben verschwinden, da r, kein Integral 
der Differentialgleichung v 2.) und y,, tf„ ... y„ ein Fundamentalsyslem der- 
selben sind. — 

Von der Differentialgleichung (1.) wollen wir sagen, sie sei der Dif- 
ferentialgleichung (2.) durch die Substitution u ^ {x-af f K x) zugeordnet. Die 
Grösse /t heisse der Index der Substitution. 

Die zum singulären Punkte a gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (3.) ist: 

(5.) i.r;r-l)(r-2)...(r-m-r-a)Ä.(a) + Ä. + 1 (a) = 0, 

wo t%(a)=* 1 zu setzen ist. Diese Gleichung ist nach den Gleichungen (4.) 
gleichbedeutend mit: 

l\Kr-l,(r-2j...(r-m + a)[P.(a)+>i-a-,« + l)/ , ._,(a)]- J .iP„(a) = 0, 
wo wieder P„(a 1 zu setzen ist. Diese Gleichung Iflsst sich umformen in: 

(6.) (r-^)[2jr(r-i)fr-3)...(r*«-|-l+t)/» l («)+F w (o)] = 0. 
Nun aber ist 

(7.) 2lr;r-l)(r-2)..Jr-m + h+i)P t (a) + P m (a; = 0 

die determinirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (2.). Also: 
II. Eime Wurzel der detertnmirenden Fundamentalgleichung der Dif- 
ferentialgleichung (3.} ist gleich p s die übrigem m Wurzelm geniigem der deler- 
mimiremdem Fundamentalgleichung der Differemtiaigleichung (2.). 

Das Resultat der Substitution von y = (x-a)'f { x) in Y hat die Form 
(«— a)'ip(x), wo y/(x) eine nach positiven ganzzahligen Polenzen von x—a 
fortschreitende Reihe ist, in welcher der Coefficient von (x—a)" mit der linken 
Seite der Gleichung (7.) übereinstimmt, wenn man in dieselbe r = e setzt. 
Dieser Coefficient ist Null oder von Null verschieden, je nachdem t eine Wurzel 
der Gleichung ^7.) ist oder nicht. Daher: 
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III. Ist e nicht einer Wurzel der Gleichung (7.) gleich, so ist der 
Index der Substitution ft gleich e; ist dagegen t eine Wurzel der Gleichung 
(7.), so ist der reelle Theil von ,u grösser als der reelle Theil von t, so dass 
fi—e eine positive ganze Zahl wird. 

Aus Satz I. folgt: 

IV. Enthalten die Ausdrücke irgend welcher Integrale der Differential- 
gleichung (2.) in der Umgebung ton a Logarithmen, so giebt es auch Integrale 
der Differentialgleichung (3.), deren Ausdrücke in der Umgebung von a mit 
Ijogarithtnrn behaftet sind. Und umgekehrt. 

Ist e eine Wurzel der Gleichung (7.), und vertheilt man nach Vor- 
schrift des Satzes IV. in No. 4 sowohl die Wurzeln der Gleichung (5.) als 
die der Gleichung (7.) in Gruppen, und ist (R) diejenige Gruppe der Wurzeln 
der letzteren Gleichung, zu welcher e gehört, so entspricht dieser die Gruppe 
(Sj der Wurzeln der Gleichung 1,5.), welcher ausser den in R enlhaltenen Wurzeln 
die Wurzel ,« angehört. Die übrigen Gruppen der Wurzeln der Gleichung (7.) 
sind mit den übrigen Gruppen der Wurzeln der Gleichung (5.) identisch (nach 
Satz II.). 

Ist der Index der Substitution u einer der Wurzeln in Ii gleich, so 
enthält die Gruppe (5) gleiche Wurzeln, daher ist die dieser Gruppe ent- 
sprechende nach dem Satze IV. §. 4 gebildete Integralgruppe mit Logarithmen 
behaltet ( Salz XI. §. 4). — Diese Integralgruppe in dem nach Satz IV. §. 4 
gebildeten Fundamentatsysteme der Differentialgleichung (3.) lässt sich aber 
nach Satz III. §. 1 durch das System r t , ... ersetzen, wenn 

tj = (x — a]' f(x) und «,, m,, ... die der Gruppe (R> entsprechenden nach 
Salz IV. §. 4 gebildeten Integrale der Differentialgleichung (2.) sind, da 
zwischen r\, «,, zu Folge des Satzes I. d. §. keine lineare homo- 
gene Relation mit constanten Coefficienten stattfinden kann. Da aber r t keinen 
Logarithmus enthält, so sind irgend welche der Grössen «,, « 2 , . . . v 2j d. h. 
die der Gruppe (R) entprechende Integralgruppe der Differentialgleichung (2.) 
mit Logarithmen behaftet. 

Es werde jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass die einer Gruppe (/?) von 
Wurzeln der Gleichung .7- entsprechende nach S. IV. $.4 gebildete Integral- 
gruppe der Differentialgleichung (2.) mit Logarithmen behaftet ist. Die Wurzeln 
dieser Gruppe in der Reihenfolge des Salzes IV. §. 4 seien r,, r,, ... r k und die 
ihnen entsprechenden Integrale resp. « a , ... « 2 . Sind nicht zwei der Wurzeln 
in (R) einander gleich, und ist u a mit Logarithmen behaftet, so ist der vom 
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Logarithmus freie Theil desselben (x—a) r °<p al , welcher nach §.4 S.V. nicht 
verschwindet, kein Integral der Differentialgleichung (2.) (§. 4 S. IX.). Ordnet 
man daher der Differentialgleichung (2.) die Differentialgleichung (3.) durch 
die Substitution y = (x—of m <p mi zu, so ist nach Satz I. c„ = « a -{x-af a <f*, 
ein Integral der Differentialgleichung (3.). Da in diesem mit Logarithmen be- 
hafteten Integral das vom Logarithmus freie Glied verschwindet, so sind nach 
S. VII. §. 4 noth wendig zwei Wurzeln der Gruppe (S) einander gleich, d. h. 
mit einer der Wurzeln der Gruppe (R) übereinstimmend. 

Wird der Differentialgleichung (2.) durch die Substitution y = (x—aVf{x) 
die Differentialgleichung (3.) zugeordnet, wo f[x) eine nach ganzen positiven 
Potenzen von x—a fortschreitende Reihe und r ein Glied einer nach §. 4 
S. IV. gebildeten Gruppe (71) von Wurzeln der Gleichung (7.): r,, r,, ... r L 
ist, so werde die Differenz r, — r x mit * und die Summe der Glieder von f(x). 
welche niedrigere Potenzen von x — a als (x— «) H 1 enthalten, mit g'x), endlich 
die Differenz f{x)—g(x) mit <f{x) bezeichnet. Das Resultat der Substitution 
von (x— a) r <p!x) in Y liefert nur Potenzen von x-a, deren Exponenten 
einen grösseren reellen Theil haben als r, . Ist daher der Index u der Sub- 
stitution y = (x-a) r f(x) einer Wurzel der Gruppe (Ii) gleich, so ist der 
Index der Substitution y = (x-a)'g(x) derselben Wurzel gleich; d. h. giebt 
es Oberhaupt eine Substitution y = (x — a)'f K x)* deren Index mit r Wurzel 
derselben Gruppe (R) ist. so giebt es eine ganze Function g(x) von der Be- 
schaffenheil, dass der Index der Substitution y m (x— a) r g(x) mit r Wurzel 
derselben Gruppe ist. — Man hat daher den Satz: 

V. Es tcerde der Differentialgleichung (2.) die Differentialgleichung 
(3.) durch die Substitution y = (x-a) r f(x), in der f{x) eine ganze Function 
und r eine Wune! der zur Differentialgleichung (2.) gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung (7.) ist, zugeordnet; es trerden ferner sowohl die Wurzeln 
dieser Gleichung als auch die Wurzeln der zur Differentialgleichung (3.) ge- 
hörigen determinirenden Fundamentalgleichung (5.) nach S. IV. §. 4 in Gruppen 
tertheill. Ist alsdann [R) diejenige Gruppe ton Wurzeln der Gleichung (7.), 
welche r enthält, so entspricht dieser die Gruppe (S) der Wurzeln der Glei- 
chung [b.). welcher ausser den in (Ii) enthaltenen Wurzeln der Index der 
Substitution u als Glied angehört. Die nach Satz IV. §.4 gebildete der Gruppe 
(R) entsprechende lutegralgruppe der Differentialgleichung (2.) ist mit Loga- 
rithmen behaftet oder nicht behaftet, je nachdem ßr irgend eine Würzet 
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r der Gruppe (R) oder für keine derselben die ganze Function f(x) so be- 
stimmt werden kann, dass die Gruppe (S) gleiche Wurzeln enthüll. 

In diesem Satze ist die nothwendige und hinreichende Bedingung für 
das Auftreten von Logarithmen in den Ausdrücken der Integrale in der Um- 
gebung des singulären Punktes a enthalten. Er bildet demnach eine wesentliche 
Ergänzung zu den Sätzen XI. §. 4 und A. §. 6, welche nur eine hinreichende 
aber keine nothwendige Bedingung enthalten. 

»• 

Es sei wieder 

y=(M , £+(H"- 1 ^+(H^(x)^f4/ , .(x).^ 

wo Pi(ar), Pj(ar), . . . P m (x) in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich 
und endliche Functionen sind; ferner sei (Jl): r M r 2 , . . . r x eine nach S. IV. 
§. 4 gebildete Gruppe von Wurzeln der zur Differentialgleichung 

(1.) y m 0 

gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung: 

(2.) 2!r(r-i) ...(r-m+i + i)P t (o) + P m (o) = 0 P„(«) = i. 

Wir wollen nunmehr die analytische Bedingung dafür entwickeln, dass 
für irgend eine Wurzel r e , welche der Gruppe (R) angehört, eine ganze Function 
f(x) bestimmt werden kann, derart dass der Index der Substitution y = (x—af*f{x) 
mit einer Wurzel der Gruppe (ß) übereinstimmt. — 

Zu dem Ende sei die Reihenfolge der Grössen r,, r 2 , ... r x dieselbe 
wie im Satze IV. §. 4 und g{x) eine beliebige rationale ganze Function 
g(x) = c i ,+c l (x— a)+c,(a?— af-\ — \-c H (x— c)% und man substituirc y = (x-a) r ig(x) 
in Y. so erhält man 

(3.) Z = (*-a) r 'i t y(*,*)(*-«)*Co 

wo 

<p(x,k)=%(r l +kXr l +k-l)...(r i +k-m+b+i)P>(x)+P m (x), P„(x) = i 

Q 

gesetzt ist. Die Wurzeln ri_„ r^,, . . . r, haben resp. die Werthe r a + *i, 
fi + A,, ... n wo 4t, . . . eine nicht abnehmende Reihe posi- 
tiver ganzer Zahlen ist. Da nun die Grössen <p (a, k) mit der linken Seite 
der Gleichung (2.) übereinstimmen, wenn man in derselben r x + k an die Stelle 
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von r setzt, so hat man die Gleichungen: 

(4.) cp (a, 0) = 0, tf (a, Ar, ) = 0. </> (a, *,) = 0, ... tp (a, Ar,_,) = 0, 

während <p {a,k) für jeden positiven Werth von Ar, der nicht mit Ar,, Ar,, . . . Ar ; _, 
übereinstimmt, von Null verschieden ist. Um Z nach Potenzen von x — a zu 
entwickeln , setzen wir = *), y <-*>(a, Ar) = 1 .2.3... {a-Ar)(a, *) 

und Ai = J£ k fak)c k ; es ist alsdann, weil A,, = <p(o, 0) = 0, 

(5.) Z = 'x-a) r ^ t A.{x-ay. 

Soll es unter denlndices 1, 2, . . . 1—1, wenigstens eine» a geben, für den 
die Bedingungen 

(6.) A = 0, ^, = 0, ... ^ _,=0, Au nicht gleich Null, 

erfüllt werden, so ist es mit Rücksicht auf die Gleichungen (4.), wie leicht 
zu sehen, nothwendig und hinreichend, dass wenigstens für einen der Indices 
a = l, 2, ... l~\ nicht zugleich die Determinanten 

0(6, et) = 

C*,+Mi) öfc+l,*k-M) o o ... o o 

(*>+2,Ak) (Vr2,*»+i) (*»+2,A»+2) ü ... 0 0 

■ • • ■ • • 

C*b + i-*>»+0 (*» + i-l ) *»+2)(*, + i-1,*»-t3)...(* l+I -1,fc, + ,-2) (fr+i-l^+i-d 
(*„,*0 (*-,*» +0 (*.,*•+«) (*„,*, +3) ... (A a ,A» +1 -2) (*„,*»+,-!) I 
für b = 0, 1, 2, . . . et— 1 verschwinden, wo Ar, ( = 0 zu setzen ist. — Ist diese 
Bedingung für einen bestimmten Werth von a zum ersten Male erfüllt, so sind 

die Grössen c 4 für die Werthe des Index a = 0, Ar,, Ar,, ... Ar , willkürlich 

und von einander unabhängig geblieben. Es wird daher a ganze Functionen 
g„{x), gt{x\ . . . g a -i(x), welche für x — a nicht verschwinden, geben 

von der Beschaffenheit, dass die Indices der Substitutionen y = (x— afig u (x), 
y = (x-afi- l g,(x}, y = {x-af*-*g 1 {x),...y = (x-uf i -°+*g m _ x (x) sfimmtlich 
den Werth rj_„ haben. — Der Satz V. im vorigen §. lässt sich daher auch 
durch den folgenden ersetzen: 

I. Es seien die Glieder einer nach S. IV. §. 4 gebildeten Gruppe von 
Wurzeln der delerminir enden Fundamentalgleichung (2.): r lt iyf*n ... 
r i + ^_,, wo Ar,, Ar 2 , . . . Arj_, eine nicht abnehmende Reihe positiver ganzer 
Zahlen ist, und bildet man die zu dieser Gruppe gehörigen Determinanten 
D(6, «), so ist die nach §. 4 S. IV. der Gruppe [R) zugeordnete Integralgruppe 
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mit Logarithmen behaftet, oder nickt behaftet, je nachdem für wenigstens einen 
der Indicet a m 1, 2, ... *-l oder keinen derselben in der Reihe der De- 
terminanten 0(0, a), 0(1, «),... 0(a-l,a) sich solche befinden, welche 

Dieser Satz kann auch folgendermassen hergeleitet werden. Setzt man 
in No. 5 der A. a i = a und r x statt r,, , so verschwindet der Coeflicienl von 
c <T , in Gleichung .5.) daselbst, wenn k einen der Werthe 1, k 2 — 1. ... 1 
annimmt. Damit nun, für diese Werthe von k, c» f , endlich bleibe, müssen die 
zugehörigen Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichung 5.) daselbst ver- 
schwinden. Damit ferner Reihenentwickelungen der Gestalt (x - a) r £ t K (x — a)' 

möglich sind, wenn r eine beliebige der Wurzeln rj, rH-*n r a + Ar,, ... 
und der jedesmalige Werth von f\, von Null verschieden sein soll, dürfen 
durch die Gleichungen, welche durch das Verschwinden der rechten Seite der 
Gleichung (5.) daselbst für die angegebenen Werthe von k erhallen werden, 
keine Relationen zwischen den Grössen c t mit den Indices a = 0, 
herbeigeführt werden. Es Iflsst sich nun zeigen, dass diesen beiden Bedin- 
gungen Genüge geschieht, wenn für jeden Werth von « = 1, 2, ... 1—1, 
die Determinanten 0(0,«), 0(1, a), ... 0(a — l,a) verschwinden. Tritt 
dieses ein, so kann man durch Ahnliche Schlüsse wie in §. 5 der A. zeigen, 
dass es zu jedem Werth von r aus der Reihe rj, rj+Ai, r>4~&at . . . r a Ar J i_ l 

ein Integral der Form (x—aYJStb^ix — ay giebt, worin 6 H) von Null ver- 
schieden ist. Diese Gruppe von Integralen kann man in dem Fundamental- 
systeme des Satzes IV. in §. 4 (nach S. X. in §. 4 und S. III. in §. 1) der 
Integralgruppe, welche (R) entspricht, substituiren, so dass diese Gruppe nicht 
mit Logarithmen behaftet ist. — 

Die Differenz r, — rj = J ist eine ganze Zahl, welche die Ordnung der 
höchsten in den Determinanten auftretenden Ableitung von <f{x, k; (für 

x = ä) nicht überschreitet. Jeder Gruppe (R) entspricht eine solche Zahl b*. 
Ist unter allen diesen den verschiedenen Gruppen entsprechenden Zahlen d 
die grössle, nnd entwickelt man die Functionen P»'x) in Reihen nach Potenzen 
von {x~a\ so treten in keiner der irgend einer Gruppe (R) entsprechenden 
Determinanten £>(6, a) die Coefficienten derjenigen Potenzen von x-a auf, 
deren Exponenten grösser sind als d. Diese Coefficienten üben daher auch 
keinen Einfluss aus auf die Beurteilung der Frage, ob die irgend einer Gruppe 

Journal fllr Mathematik Bd. LXV1II. Heft 4. 48 



378 



Fuchs, tur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 



R) zugehörige Integralgruppe mit Logarithmen behaftet ist oder nicht. — 
Man hat daher folgenden Satz: 

II. Sind F,, F., ... F m gante Functionen, welche resp. oh* F,(*}. 
P, (af }, ... P m ix) erhalten werden, wenn man in der Entwicklung derselben 
nach' Potenten ton x — a nur diejenigen Glieder beibehält, welche mit nickt 
höheren Potenzen von x — a als der d"* multiplicirt sind, so sind die irgend 
einer Gruppe fi entsprechenden Integrale der Differentialgleichung (1.) mit 
togarithmen behaftet oder nicht, je nachdem die derselben Gruppe (fi ent- 
sprechenden Integrale der Differentialgleichung: 

7) ^-o) m ^F i {x-ar x ^AF^x-aT^^ i ^.^ + F m y = 0 

mit Logarithmen behaftet sind oder nicht. 

Der Differentialgleichung ; 7.; gehört die Gleichung ;2.) als deterroinirende 
Fundamentalgleichung an. Sind die Grössen F 4 (x) gleich constanten Grössen 
a„ so dass die Differentialgleichung (1.) die Gestalt: 

(8.) (x-«rg + a l (x-or-Ö + a i :x-ar- J ^ä-f... + «.y = 0 

hat. und die Wurzeln der Gleichung: 

(9.) "i|r l r-l)...(r-« + a+l)fl l +(i.=0 a,,= 1 

verschieden, so sind för jede Gruppe (Ä) die sammtlichen Determinanten D(h,a) 
gleich Null, da die erste Verticalreihe derselben nur verschwindende Elemente 
enthält, folglich sind die Integrale nicht mit Logarithmen behaftet (s. A. §.6). 

§. 

Wenn die Coefficienten einer linearen Differentialgleichung 

(10 g+»£f+»^+-+M = 0 

für einen Werth x = a unendlich werden, übrigens aber in dessen Umgebung 
eindeutig sind, so hören im Allgemeinen die Integrale der Differentialgleichung 
auf in der Umgebung dieses Punktes eindeutig, stetig und endlich zu sein. 
Wenn dieses eintritt, so wollen wir den Punkt a einen wesentlich singulareo 
Punkt der Differentialgleichung (1.) nennen. Wenn aber die Integrale in der 
Umgebung des Punktes a eindeutig, endlich und continuirlich bleiben, so soll 
a ein ausserwesentlich singularer Punkt heissen *). 



*) Diese Benennung hat Herr Weierstrats bereits in seiner Vorlesung, welche 
ich in der A. (Einleitung) angeführt habe, gebraucht. 
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Ist J n die Determinante eines Fundamentalsystems y,, jr„ . . . y m und 
J t diejenige Determinante, welche aus J u entsteht, wenn man die a ,e Vertikal- 

reihe durch , .. . ersetzt, so ist (§.4 Gl. (7.) der A.) 

<w = 

Da nun die Integrale der Differentialgleichung (1.) in der Umgebung 
eines ausserwesentlich singulfiren Punktes a eindeutig, continuirlich und endlich 
sind, so gilt dasselbe fflr ihre sämmtlichen Ableitungen, folglich auch für die 
Determinanten ./„ und J t . Nun aber sollen für gewisse Werthe von a — 1,2, ...m 
Coefücienten p, für x — a unendlich werden, folglich zeigt die Gleichung (2.), 
dass J„ für .r = a verschwindet. Da aber (A. §. 4 Gl. (8.)) J„ bis auf einen 
nicht verschwindenden conslanten Factor von der Wahl des Fundamental- 
syslems unabhängig ist, so folgt: 

I. Für einen ausserwesentlich singulären Punkt mms die Determinante 
jedes Fundamentalstem* verschwinden. 

Es seien b», 6 M • • • Ki willkürliche Grössen und x„ ein nicht sin- 
gulärer Punkt, so kann man ein Integral ij der Differentialgleichung (1.) bestim- 
men, von der Beschaffenheit, dass A,„6,, b 7 ,...b m _ t resp. die Werthe von r h ~, 

^Hr, . . . fam-x för x — x, % sind. — Denn man bat das System von Gleichungen: 

n = c l y l + o l y 7 +--- + c m y mi 

: 

[ d»-'? fi^-'y, <f— 'y, rf"^'y M 

wo c,, c,, ... c„ Constanten sind. Setzt man rechterband ./• - x,. und linker— 
band statt »j, ~-, . . . ^„.r resp. 6,,, 6,, <». 6„_,, so hat man zur Be- 
stimmung der Grössen c ein System linearer Gleichungen, dessen Determinante 
nicht verschwindet. 

Ist dagegen x„ ein ausserwesentlich singulärer Punkt, so würde diese 
Determinante verschwinden, es müssten also die Grössen b eine lineare ho- 
mogene Relation erfüllen, um resp. als Werthe eines Integrals und dessen 
m-1 ersten Ableitungen für x = *„ angesehen werden zu können. 

48» 
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Das Verschwinden der Determinante eines Fundamentalsystems in den 
ausserwesentlich singulären Punkten macht also den characteristischen Unter- 
schied zwischen solchen Punkten und den nicht singulären aus. 

Da in der Umgebung des ausserwesentlich singulären Punktes a die 
CoeFGcienten der Differentialgleichung (1.) eindeutig, die Integrale derselben 
aber eindeutig, endlich und continuirlich sind, so folgt aus dem Salze in §. 3, 
dass in der Umgebung von a die Coefficienlen die Gestalt: 

haben, wo P t (x) in derselben Umgebung eindeutig, endlich und continuirlich 
ist. Aus der Gleichung: 

(5.) J„ = C.e~/* J \ (A. §. 2 Gl. ,3.}), 
wo C eine nicht verschwindende Constante bedeutet, und aus Gleichung (4.) 
Folgt : 

(6.J du = {x-a)- p <<°KG(x), 

wo G x) in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich und in 
a von Null verschieden ist. Da nun ./,, in der Umgebung von a eindeutig, 
endlich und continuirlich und in a gleich Null ist, so ergiebt sich, dass P l (a) 
eine negative ganze Zahl ist, wenn a einen ausserwesentlich singulären Punkt 
bedeutet. — Die zum Punkte a gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (1.), deren Coefficienlen durch die Gleichungen (4.) 
bestimmt werden, ist: 

(7.) ^r(r-l)...(r-m+o+l)/'.(o) + F w (fl) = 0 P„(a) = l. 

Jeder Wurzel r dieser Gleichung entspricht (nach A. § 6) ein wie 
F beschaffenes Integral y derart, dass (x— o)~ r y fQr ar = a nicht verschwindet, 
da aber in der Umgebung eines ausserwesentlich singulären Punktes die In- 
tegrale eindeutig, endlich und continuirlich sind, so müssen die Wurzeln der Glei- 
chung (7.) positive ganze Zahlen oder Null sein, daher auch l\ a , Pi{a}^ ••• P»{o) 
ganze Zahlen, oder, mit Ausnahme von /', a , Null. Aus S. XI. $.4 folgt 
ferner, dass die W'urzeln derselben Gleichung von einander verschieden sind, 
es kann daher auch nur eine derselben, folglich nicht gleichzeitig P m (a) und 

m — I 

.£,1.2.3... (»— o — l)P.(a) verschwinden. 

Die Wurzeln der Gleichung (7.) bilden in diesem Falle eine einzige 
Gruppe. Sind dieselben r,, r,, . . . r. so geordnet, dass jede folgende kleiner 
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ist, als die vorhergehende, und setzt man r__ 4 = r„ + Ä t , und bildet mit r m 
statt r 2 die Determinanten ö(6, a) der vorigen No., so hat man den Satz: 

II. Damit a ein aussencesentlich singularer Punkt der Differential- 
gleichung (1.) sei, ist erforderlich und hinreichend: 

1) dass die Differentialgleichung m der Umgebung dieses Punktes die 

Gestalt: 

(8.) («-«r^+F,^). (*-«)— -gi-f ... + F.(«). f = 0 

habe, wo die Functionen ... P m (x) in der Umgebung ton a eindeutig, 

continuirlich und endlich sind; 

2) dass P,(a) eine negative game Zahl ist; 

3) dass die Wurzeln der Gleichung (7.) von einander verschieden 
und, bis auf eine etwa verschwindende, positive game Zahlen sind; 

4) dass für keinen Werth 0018 = 1,2,... m-i irgend eine der 
Determinanten Z)(0, et), Z)(l,a), ... D[a — 1,«) eo» /V«# verschieden ist. 

Ist d=r, — r m , so kann man nach dem Satze 11. des vor. § bei der 
Beurtheilung der Art der Singularität des Punktes a in den nach Potenzen 
von x—a fortschreitenden Reihen P t x) die Glieder mit höheren Potenzen 
als die d te unterdrücken, so dass der Punkt a ein wesentlich oder ausser- 
wesentlich singul&rer Punkt der Differentialgleichung (8.) ist, je nachdem er 
ein wesentlich oder ausserwesentlich Singular, r Punkt der Differentialgleichung 

(9 .) (x-ar-0- + F 1 .(x-ar- , ^ + .-. + F..y = 0 

ist, wo F,, F,, . . . F m die durch die Abkürzung von P„ /*,,.. . P m er- 
haltenen ganzen Functionen sind. 

9. 

Wenn die Coefficienten der Differentialgleichung: 

(1.) ( x - a r^+P l ( x ).i x -ar- t -£^ + -'-+P m (x).y = 0 

die in S. II. unter No. 1—3 (vor. §.) angegebenen Bedingungen erfüllen, so 
können die Ausdrücke der Integrale in der Umgebung des Punktes a (nach 
§. 4) noch mit Logarithmen behaftet sein. Ob dieses stattfindet oder nicht, lasst 
sich nach §. 7 beorlheUen, wie dieses in der That im Satze II. vor. §. unter 
No. 4 geschehen ist. Diese Frage lasst sich noch auf eine andere Weise ent- 
scheiden, wie wir jetzt zeigen wollen. 
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Die Integrale der Differentialgleichung (1.) sind unter den gemachten 
Voraussetzungen wie F beschaffene Functionen, welche zu ganzzahligen po- 
sitiven Exponenten gehören, nfimlich den Wurzeln der Gleichung: 

(2.) 2,r(r-l)...(r-»+«+l)P - («)+P.(«) = 0, P„(o}=l. 

ii 

ist r, wieder die grösste Wurzel dieser Gleichung, so sind die Ableitungen 
eines mit Logarithmen behafteten Integrals spätestens der r,-f l' en Ordnung 
wie F beschaffene Functionen, welche zu negativen Exponenten gehören. 
Dieses ergiebl sich aus der Form des Fundamentalsyslems §.4 S. IV. Da- 
gegen sind die Exponenten, zu welchen die Ableitungen beliebiger Ordnung 
eines von Logarithmen freien Integrals gehören, stets positiv. 

Dildet man aber eine linearo Differentialgleichung für die abhängige 
Variable 2 von der Art, dass ihr die #' en Ableitungen sämmtlicher Integrale 
der Differentialgleichung 1.) und nur diese genügen, so hat dieselbe noch 
dem Satze in §. 3 die Gestalt: 

(3.) (T~ar^ + Q l (x).:x-a)'- l ^ [ + --+Qjx:.i = 0, 

wo Qt(x), • . . QJ.x) in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und 
endlich sind. 

Wählt man » = r,-fl, und ist die determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung v 3.) 

(4.) 2[r(r-i)...(r-n+*+i)QM+QM =0, Q„(a) = h 

I. so ist a ein wesentlich oder äusserte esentlich singulärer Punkt, je 
nachdem diese Gleichung negative Wurzeln enthält oder nicht. 

Es ist daher noch eine Methode anzugeben, wonach eine lineare ho- 
mogene Differentialgleichung für die abhangige Variabein s hergestellt wird, 
der die * ten Ableitungen sämmtlicher Integrale einer gegebenen Differential- 
gleichung: 

- . d m y . d m ~'y , , „ 

und nur diese genügen. Eine solche wollen wir nunmehr aufsuchen. 

Eliminirt man aus dem Systeme von Gleichungen, welches man erhält, 
wenn man die Differentialgleichung (5.) mit den durch .v aufeinanderfolgende 
Differentiationen derselben entstandenen verbindet, die Grössen y, . . . 

, so ist das Resultat der Elimination allerdings eine lineare homogene 



Digitized by Goo 



Fucht, sur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 



383 



d' v 

DilTerentialgleichung »i tcr Ordnung für = s, und es genügen derselben 

die Ableitungen sämmtlicher Integrale der Differentialgleichung (5.). Allein 
die Ordnung derjenigen Differentialgleichung für *, der nur die « ten Ableitungen 
der Integrale der Differentialgleichung (5.) genügen, kann niedriger als die tu 1 " 
sein. In der Thal hat jedes Integral derselben i die Gestalt: 

wo c M c?, ... c m Constanten, und y,, y 2 , ... y m ein Fundamenlalsystem der 
Differentialgleichung (5.) ist. Genügt nun der Differentialgleichung (5.) eine 
ganze rationale Function /Vx), von niedrigerem als dem « ten Grade, so ist 

f{x) = *,fi+fcfi4 

wo ür,, At,, ... *. bestimmte Constanten sind. Aus dieser Gleichung folgt: 

1*0 *.^ + *.^-+-+*-^- - o- 

Genügen der Differentialgleichung (5.) noch mehrere andere ganze 
rationale Functionen von niedrigerem Grade als dem * t,n , so bestehen noch 
mehrere der Gleichung (7.) analoge Gleichungen. Es lassen sich alsdann 
nicht m Integrale t der Form (6.) angeben, zwischen denen keine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten bestünde. 

Man muss daher einen anderen Weg einschlagen, um diejenige Dif- 
ferentialgleichung herzustellen, welcher die « ten Ableitungen sämmtlicher In- 
tegrale der Differentialgleichung (5.) und nur diese genügen. 

Es sei p m _i in der Reihe der Coefficienten der Differentialgleichung (5.) 

p m , Pm-u - Po der erste, welcher nicht verschwindet, und setzt man 
d l v 

—^- = tt und m—X — ß, so geht (5.) über in 

Ist yi» ft* • • • y- ein Fundamentalstem der Differentialgleichung (5.), 
«j, «i, ... u ß ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung 8.}, nnd be- 
zeichnet man das Resultat einer auf eine Function fix) «mal wiederholte 

Integration in üblicher Weise mit / (a> f(x)dx, so sind j ^Utdx, J . . . 

Ußdx Integrale der Differentialgleichung (5.). Es lassen sich daher diese 
Grössen linear, homogen und mit constanten Coefficienten durch y, . */>, . . . g m 
darstellen. Differentiirt man die ft Gleichungen, welche diese Darstellungen 
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liefern, / mal. so folgt, dass «,, «,,... ?/ sich linear, homogen und mit 
conslanten Coefficienten durch die i trn Ableitungen von y,, y,, ... y m dar- 
stellen lassen. 

D. Der Differentialgleichung (8.) genügen daher die l tm Ableitungen 
sammtlicher Integrale der Differentialgleichung (5.) und nur diese. 

Dividirt man Gleichung (8.) durch und differentiirt, so erhält man 
eine Gleichung der Form 

(9-) ?"rf^ + ?'rf^. + - + ?/' c " °» 
wenn man ^ setzt. Sie wird befriedigt durch «>i = ~£, *>i = ^ i • ■ • «V = 3?' 

wo ein Fundamentalsystera der Differentialgleichung 8.) ist. Nun 
aber ist eine Gleichung der Form c.r.+cj^H YCßU ß = 0, wo c n <*,, ... c (j Con- 
stanten sind« unmöglich. Denn aus dieser Wörde sich ergeben c,u,+c,u t +-+c /i v /) = C, 
wo C eine Constante, und zwar eine von Null verschiedene, weil «,, ... 
Fundamentalstem von (8.; ist. Es mOsste demnach die Differentialgleichung 
(8.) eine nicht verschwindende Constante zum Integral haben, was unmöglich 
ist. weil }> ; von Null verschieden ist. Man hat daher den Salz: 

III. Der Differentialgleichung (9.) geniigen die ersten Ableitungen 
sammtlicher Integrale der Differentialgleichung v 8.), und nur diese. 

Der Differentialgleichung (9.) geniigen also die A + l ten Ableitungen 
sammtlicher Integrale der Differentialgleichung 5.) und nur diese. Daher ergiebt 
»ich folgendes Verfahren, um eine lineare homogene Differentialgleichung her- 
zustellen, welcher die * Un Ableitungen sammtlicher Integrale der Differential- 
gleichung 5.. und nur diese genügen: 

Man dividire die Differentialgleichung 5.) durch den Coefficienten der 
niedrigsten der wirklich darin enthaltenen Ableitungen, abgesehen von einem 
constanlen Factor, und differentiire die so erhaltene Gleichung. Auf die als- 
dann entstandene Differentialgleichung wende man dasselbe Verfahren an, auf 
die nunmehr entstandene wiederum dasselbe Verfahren, und fahre nur so lange 
fort, bis man zum ersten Male eine Differentialgleichung erhält, in welcher die 
niedrigste der wirklich darin enthaltenen Differentialquotienlen gleicher oder 

höherer Ordnung als ist. so isl diese Differentialgleichung die gesuchte. — 
Es ist noch zu bemerken, dass in dem Systeme von Differentialglei- 
chungen, welches man erhält, wenn man* = r,-fl annimmt und dieses Ver- 
fahren auf die Differentialgleichung (1.) anwendet, jede Differentialgleichung 
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als Differentialgleichung für die niedrigste der wirklich darin enthaltenen Ab- 
leitungen aufgefasst, die Gestalt der Differentialgleichung (3.) hat, wenn man 
in dieser statt y diese niedrigste Ableitung setzt. Die derselben zugehörige 
determinirende Fundamentalgleichung (4.) darf keine negativen Wurzeln ent- 
halten, wenn a ein ausserwesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichung 
(1.) ist. Zieht man es daher vor, successive die einzelnen den verschiedenen 
Differentialgleichungen des Systems angebörigen Fundamentalgleichungen zu 
untersuchen, so wird man häufig nicht erst bis zur Differentialgleichung für 

t £^ l vorzuschreilen brauchen, um zu entscheiden, ob a ein wesentlich oder 

ausserwesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichung (1.) ist, nämlich 
dann, wenn eine der erwähnten Fundamentalgleichungen negative Wurzeln 
enthält. — 

Berlin, im Januar 1868 
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Geometrische Bedeutung der Kugelfunctionen. 

(Vou Herrn E. Heine zu Halle.) 



§. 1. Unter dieser Ueberschrifl enthält die «weite Hälfte der 631»«° 
Seite im 5 ,tn Bande von Gauss Werken einige Aufzeichnungen, deren Ver- 
ständniss das Folgende erleichtern wird. 

Auf der Peripherie eines mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises K 
wähle man « feste Punkte A x , A u etc. A n ; die Bogenentfernung eines jeden 

von dem vorhergehenden soll — bei ungradem », bei gradem n aber — be- 

w n 

tragen. In dem letzteren Falle halbire man noch den Bogen A t A m , welcher 
kleiner als n ist in A. Bezeichnet P einen unbestimmten Punkt auf der Peri- 
pherie des Kreises, und heissen seine Bogenentfernungen von A„ A 2 , etc. 
PAi, PA2, etc., so ist das Producl 

FF = 2" _, cos/M,.cos/M, . . . cos PA H 

bei ungradem n gleich cos (w./M,), oder, was dasselbe ist, C08(*./M«), 
cos>./ > yl 3 ), etc., bei gradem » aber cos{n.PA). Dies ist der Satz, welcher 
in den beiden Formeln 

cos«ö = 2--Wcos(ö+-^)cos(ö+^)...cos(d+ !1: 4 : ^ ! )' 

com4 - 2»-'[cos(ö + ^)cos(ö+^)...cos(ö+-^-)]. 

[cos( ö -^)cos(.-^-)...co 8 ( ö -^-)] 

enthalten ist, von denen die erste für ungrade, die zweite für grade n gilt. 

§. 2. Indem man diesen Satz von einem Punkte P der Kreisperipherie 
auf einen Punkt P der Kugeloberfläche überträgt, kommt man nicht mehr auf 
den Cosinus des «fachen Winkels, sondern auf die n t0 Kugelfunclion. 

Der nach Angabe des §. 1 gctheilte Kreis K sei grösster Kreis einer 
Kugel, auf welcher irgend wo ein Punkt P liegt. Die sphärische Entfernung 
des Punktes P, bei ungradem » von A t , bei gradem n von A sei 0, gemessen 
auf einem Ilaupikreise, welcher mit K den Winkel <p bilde. Im ersten Falle, 
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für ein ungrades n, ist demnach 

cos(R4„ +1 ) = cosÖcos-^^ + sinösin-^—cosy 

und dies gleich )Vcos(^ — -^-), wenn man 

cosö = jVcos i/', sin Ocosy — Ms\n y 
setzt. Im zweiten Falle, für ein grades «, wird 

cosPA m = cos0cos(n + 1-2i») — + sin0sin>+1 -2m, — cos? 

/t II 

= jVcos(»/' — — 2m ). 
in beiden Fällen daher 

fj = 2—'eo$PA l .co$PA,...eosPA m = M'cosnty. 
Setzt mnn für j)f und i/' üire VVerthe in 0 und y zurück, so entsteht 
77 i!cosö4-«sinöcosff)"+.l(cosÖ-/sinÖcos^,:". 

Man kennt (Handb. d. Kugelf. §. 43, Form. 33) die vollständige Ent- 
wickelunsr der rechten Seite nach Cosinus der Vielfachen vou 2(f; hier genügt 
aber die Kennlniss des ersten, von y unabhängigen Gliedes, welches nach 
Laplace (Handb. § 7, Form. 5) die « to Kugclfunction P"'cosO) ist. Die n u 
KtigeiftiHction ist demnach das Mittel aus den Werthen, tcelche IT annimmt, 
trenn der I'unkl P festgehalten wird, während der Kreis K sich um seinett in A { 
resp A mündenden Durchmesser dreht. Dies ist die geometrische Bedeutung 
der Kugclfunction. 

§. 3. Das Aufsuchen des Mittelwertes einer Function von y , die 
nach Cosinus der Vielfachen von </ geordnet ist und mit dem Cosinus des 
m -Hachen Winkels schliesst. erfordert nicht die Ausführung einer Integration: 
das Mittel ist bekanntlich genau gleich dem arithmetischen Mittel von den 
m Werthen der Function (den Ordinalen), welche eben so vielen Werthen 
von tp (den Abscissen), nfimlich 

n_ 2n_ 3n_ mn 
In ' m 1 m 1 *» 
entsprechen. Man kann aber den mittleren Werth solcher Function, durch ge- 
eignete Wahl der Abscissen, etwa aus der Hälfte, nämlich aus ~ oder 
Ordinalen bestimmen. Ist nämlich eine oindeutige Function f(tp) in die end- 
liche oder unendliche Reihe 

f((p) = a,,-ffl|C08y + a,cos2<p + 

49 • 
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entwickelt, so wird /"dr jedes tjrade v 

Bricht die Reihe, wie oben, an der m ,fn Stelle ab, d. h. so dass schon a m Null 

ist, so wird mau v gleich m •; 1 oder m setzen, je nachdem m ungrade oder 

y 

grade ist, und findet den mittleren Werth durch die erste Formel aus -y , 

v 

durch die zweite aus ^-+1 Ordinalen. 

Mit dieser Bemerkung gehe man auf den Schluss des §. 2 zurück, und 
berücksichtige noch, dass 71 nur grade Vielfache von <p enthält; man erhält 
dann folgendes Resultat: 

Wenn ein Kreis K mit dem durch P gehenden Kreise K den Winket 
if bildet, wo <p < irr, so werde das auf ihn bezogene Product 77 durch Flif 
bezeichnet. Ferner sei 2y die kleinste durch 4 theilbare Zahl, welche grosser 
als n ist. Alsdann findet man für die n" Kugelfunction die beiden Gleichungen 

|y-(cosö } = n£+n£+n£+..+n££z, 

~P-(cosd) = .]/7o+i//y + ^f + /7-^-+- + /7^f- 
§. 4. Für » = 1, 2, 3 ist v = 2, also nach dem ersten Ausdrucke die 
«" Kugelfunclion gleich 71 , für « = 4, 5, 6, 7 aber gleich dem arithmeti- 
schen Mittel aus H-sr und 77 Es ist ganz unwesentlich, dass durch An- 
Wendung dieser Formel die Darstellung der Kugelfunctionen sich noch etwas 
einfacher gestaltet als bei Gauss, der für » = 1 ein Product 77, für « = 2, 8 
zwei Producle, für n — 4, 5 drei Producle benutzt. Es entsteht solch ein 
Unterschied durch eine andere Art, den Miltelwerlh von 77 zu bestimmen (§.2): 
z. ß. für n = 2 wählt Gauss, entsprechend der zweiten Formel des §. 3, für 
P" den Werth von 77 auf zwei sich unter rechten Winkeln schneidenden 
Kreisen; von ihrem Durchschnitte A aus sind nach §. 1 zwei Punkte yi, und 
A 2 auf jedem Kreise zu bestimmen, welche von A um entfernt liegen*). 

*) Das Octacdcr, auf welche« «ich, nach Gauss, diese zweimal zwei Puukle be- 
ziehen, hat eine Ecke im Mittelpunkte der Kugel: jede von den vier dort zusammentref- 
fenden Seiten geht durch zwei Punkte .4,, A t) welche nicht auf demselben Kreise liegen. 



Digitized by Google 



Heine, Geometrische Bedeutung der h'ugelfunctionen. 



389 



Da Garn» seine Angaben nur bis » = 5 fortsetzt, so treffen verschiedene Me- 
thoden zur Bestimmung des Mittels zu. Interessant ist, dass er bei den 
Werlhen von n, welche durch 4 (heilbar sind (wenigstens bei n = 4) das 
letzte Glied in /7, welches (Handb. §. 43, Form. 33.), abgesehen von einem 
constantcn Factor, sin"0cosM</> ist, mit Hülfe eines Kreises L eliminirt, der 
die Schaar der Kreise K senkrecht schneidet. Fügt man zu dem Kreise K 
nni Anfange des §. 2 noch L hinzu, so dass A der Pol von L ist, bezeichnet 
den Durchschnitt von K und L mit B, und tragt von B rechts und links auf 
/. Stücke gr, j^, etc. nach ß,, B 2 , etc. B n ab, so wird nämlich 

2"~* cos PB, . cosPßj. . . cos PB m = sin" 0 cos »<^. 

Den Functionen, welchen ich den Namen der Lameschen gab, musste 
später (Bd. 60 dieses Journals) eine bestimmte, die zweite Ordnung beigelegt 
werden, als allgemeinen; Functionen gefunden waren, welche ihre Haupteigen- 
schaften theilten. Wurdon gewissen Conslanten besondere Werthe ertheilt, so 
führten die Functionen verschiedener Ordnungen (Bd. 60 und 62) auf ein- 
fachere, den Kugelfunctionen verwandte, die zweite Ordnung auf die Kugel- 
function selbst, während die erste Ordnung den Cosinus eines vielfachen 
Winkels gab, und so das hier geometrisch betrachtete Verhältniss auch ana- 
lytisch hervortrat. Es wird hiernach gerechtfertigt erscheinen, wenn ich den 
Ausdruck Kugelfunctionen » tcr Ordnung, den Gauss in der vorliegenden kurzen 
Notiz gebraucht, vermied und vorschlage, P'{cosO) entweder wie bisher » tc 
Kugelfunction oder Kugelfunction *» ,en Grades zu nennen, was sie ja in der 
That in Bezug uuf cosd ist. 

Halle, den 29. Februar 1868. 
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Ueber das Problem der drei Körper. 

(Auszug aus einem Sehreiben an den Herausgel>er.) 

(Von Herrn Scheibtter in Leipzig.) 



In einer früheren Notiz über einen Salz aus der Störungstheorie (siehe 
den 65»'*" Band dieses Journals S. 291) habe irh die Differentialgleichungen des 
Problems der drei Körper in einer eigentümlichen Form für den Fall auf- 
gestellt, dass die Masse des bewegten Korpers als verschwindend angesehen 
werden darf. Es ergab sich dabei, dass um die Aufgabe auf Quadraturen 
zurückzuführen, noch fünf Integralionen erforderlich sind, deren Anzahl auf 
drei verringert werden kann, wenn die Excentricilöt des störenden Körpers 
verschwindet. Da gegen die Richtigkeit dieser Angaben kürzlich Bedenken 
erhoben worden sind, so erlaube ich mir heule eine Miltheilung über die all- 
gemeinste Form der Differentialgleichungen des Problems der drei Körper zu 
machen, aus welcher ich damals jene speciellen Formeln hergeleitet hatte. 

Diese neue und symmetrische Form beruht im Wesentlichen auf der 
Einführung der gegenseitigen Entfernungen der drei .Massen 

«j, m. = (i, m.m — (>, , mm t = p,, 
nebst drei Winkeigrössen i2, »' und w, als der Variabein des Problems. Sei 

+ \<ä=W Tß — \rr> 

u = J£ »,m, __*L (ileos4<0 + Bail|lw)i H= T _ v 

so hat man das canonische System Differentialgleichungen 

</£ _^ff dB* du _ cH_ 

dt ~ da ' dt ~ca~,' dt ~ vm? Ii ~ Ö r ' 

da all Ja, eff dro^ rfy ill 

dt ~ vq ' dt ~ 8t>, 1 dt ~ cg t " Ht ~ ' 

Da II — h das Integral der lebendigen Kraft darstellt, der letzte Multi- 
plicalor bekannt ist, und die Zeit / nicht explicile vorkommt, so bleiben noch 
fünf Integrationen zu leisten, um den allgemeinen Fall auf Quadraturen zurück- 
zuführen. 
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Zum Verständniss der obigen Ausdrücke sind folgende Angaben er- 
forderlich: A und B sind die W urzeln der quadratischen Gleichung 

U-01+ ""y* J> - 0; 

MC = -2"»», m, p 7 , nebst M = m + m, -f m, ; 
J bedeutet den doppelten Inhalt des Dreiecks mm,*»,; 

E = m t (f£ -j~ — ei) — + (*i — Cj) - woraus die analogen Ausdrücke für E x 
und Ei durch Vertauschung der Indices erhallen werden ; 

y =■ kcosi, wo k die Constante des Flächensalzes in Bezug auf die invariable 
Ebene ausdrückt; 

i ist die Neigung von J gegen die invariable Ebene; 

die Länge der Knotenlinie durch den Schwerpunkt wird durch die Quadratur 



dt 



AB 

gefunden; endlich tu bezeichnet den Winkel zwischen der Knotenlinie und 
einer in der Ebene der drei Körper als variabler xi/- Ebene durch den Schwer- 
punkt gelegten freien Axe , für welche Smxy = 0. Mit diesen Daten sind 
die Positionen der drei Körper völlig bestimmt. 

Wenn man in T die Grössen fi>, ©„ y mittelst der Differential- 
quotienten o', (»',, o iy tu' eliminirt, so gelton die Gleichungen 

und die Differentialgleichungen nehmen die Lagrangesche Form an 

da _ 6 (T+ g) t/o, _ d(r+o rfro, _ ocr+jo _ d(r+ tQ 

d( _ dp ' dt - £p, » d< - dp, ' d< ~ öw 

Ebenso darf man, um die Jacobi-Uamillonsche partielle Differential- 
gleichung zu bilden, 

BV dV aV OV 

^ = ^ 

setzen. 

Für die Bewegung der drei Körper in einer Ebene tritt eine Verein- 
fachung ein, sobald man &+u> = <p einführt. Alsdann wird 

und es kommt zu den sechs Differentialgleichungen 

dg OH . da ÖU 

~dT=te ' " und -dt=--ej • • 

welche drei Integrationen und zwei Quadtyiluren erfordern, die dritte Quadratur 
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Scheibner, über das Problem der drei Körper. 



n . fkdt-) r ÄBdy 
(p = n + a>=J ^ — 

hinzu. Hier ist der Winkel ip durch die Gleichung 



als Functionen der Distanzen p, p„ p, bestimmt. 

Man erkennt aus dem Vorstehenden, dass es möglich gewesen ist, die 
Flächensätze zur Reduction der Aufgabe zu benutzen, ohne der canonischen 
Form der mechanischen Differentialgleichungen Abbruch zu thun. 

Ich füge schliesslich eine Transformation der obigen Differentialglei- 
chungen des allgemeinen Falles hinzu, welche zur Ableitung der betreffenden 
Formeln für die Annahme m = 0 geeignet ist. 



2C ^ 4 ^A~B , C AcoJtt+Bnm'w l 

AB I 



dA 8H dB _ dll dtp _ 8H dm dH 
dt ~ dA, 1 dt ~ dB, 1 dt ~ dy, ' dt ~ ö«, ' 

dA, dB dB, ÖH dxp t dB du> { dH 
dt ~ BA"* dt ~ dB ' dt ~ dy 1 dt ~ da ' 

Der Symmetrie halber ist hier co, für y geschrieben, die übrigen Be- 
zeichnungen sind beibehalten und 

dT B _ dT äT fi BT 

gesetzt, letzteres selbstverständlich unter der Voraussetzung, dass . I,. />. . y,, 
co,, mittelst der Differentialquotienten A', ff, y', co' aus T eliminirt werden. 

Leipzig, den 3. Jlai 1868. 
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